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如 和 印 剧 .装订 影响 阅读 RER) А 


数学 是 人 类 理 性 文明 高 度 的 结晶 ， 数 学 文化 是 人 类 文明 的 重 
要 组 成 部 分 中 国 和 其 他 文明 古国 都 曾 为 古代 的 数学 文化 做 出 过 
不 可 磨灭 的 贡献 。 数 学 对 近代 及 现代 科学 技术 与 生产 力 的 迅速 发 
展 起 了 重 划 的 推动 作用 , 过 去 三 首 年 中 ,物理 学 中 的 自然 界 的 基本 
规律 都 是 用 数学 表述 的 .近代 科学 技术 新 纪元 的 开辟 者 牛顿 曾 将 
他 毕生 最 重要 的 著作 命名 为 # 自 然 哲 学 的 数学 原理 》。20 世纪 最 伟 
天 的 科学 家 爱 因 斯 坦 在 他 的 自述 文章 中 也 一 再 谈 到 数学 对 他 的 成 
长 和 对 他 毕生 成 就 的 根本 影响 . 随 着 科学 技术 的 发 展 ,电子 计算 杭 
ВУ ААН Е, 数学 不 仪 是 整个 自然 科学 的 基础 , 同时 也 是 工程 科 
学 和 技术. 信息 科学 和 技术 ,经 济 科学 ,管理 科学 乃至 某 些 人 人 文科 
学 必 不 可 少 的 工具 。 提高 人 才 的 数学 素质 已 成 为 一 项 人 迫在眉睫 的 
ERIA. 

世界 上 第 一 次 真正 有 组 织 的 数学 竞赛 始 于 匈牙利 数学 竞赛 
(1894 年 ) 一 个 多 世纪 的 数学 奥林匹克 活动 的 实践 和 研究 证 明 , 科 
学 合理 地 举办 各 级 数学 哄 林 匹克 活动 , 对 于 传播 数学 思想 方法 , 激 
发 学生 学 习 数 学 的 兴趣 ,上 培养 学 生 的 创新 精神 , 提高 学 牛 的 数学 素 
JF. MEREN. 促进 数学 教师 素质 的 提高 和 数 尝 教育 改革 ,发 展 和 
选 拨 优秀 估 才 等 都 是 十 分 有 益 的 。 

如 和 何 更 为 科学 . 合理 、 有 效 地 开展 数学 奥 林 应 克 培 训 | 活动 , 是 
我 们 数学 教育 工作 者 所 面临 的 一 个 重要 课题 ., 建设 科学 .实用 的 培 
纠 教 材 则 是 这 一 课题 取得 进展 的 -- 大 关键 , 是 提高 教学 效益 ,提高 
教学 质量 的 基本 保 记 :- 作为 一 种 党 试 ,本 套 书 以 笔者 党 年 亲自 培训 
数学 奥林匹克 选手 积累 的 经 验 为 某 础 ， 以 欢 多 的 国内 外 数学 奥 林 
匹克 文献 为 源泉 ,根据 现行 中 学 数学 教学 大 纲 . 技 年 级 分 为 初 一 分 
册 . 初 二 分 册 . 初 二 分 册 на — 4 ME .高 一 分 册 .高 三 分 册 .方法 与 研 
究 分 册 进 行 编写 。 它 融 员 林 逃 克 数 学 的 理论 .方法 与 应 用 为 一 司 ， 











充分 考虑 到 日 党 课 昔 学 习 .各 级 数学 竞赛 的 不 同 要 求 , 以 知识 点 为 
ER, ЖИЕ ty ge |F]. 由 浅 入 深 , 由 汇 内 到 课外 逐步 引 
四 扩充, 十分 便利 学 生 自 学 。 

数学 离 不 开 解 题 。 问题 是 数学 的 心脏 ,数学 奥 林 瑟 克 是 解 题 的 
克 赛 .要 提高 解 题 能 力 ,练习 是 必 不 可 少 的 。 在 本 套 书 中 ,还 专门 为 
万 一 至 高 三 各 年 组 本 痊 子 训练 题 集 ,用 必 自 我 测试 与 评估 。 本 套 书 
由 选 例 . 习 串 中 . 既 有 传统 的 佳 题 , 又 有 国内 外 近 斤 年 涌现 的 佳 题 ， 
还 有 作者 根据 让 己 的 教学 实 戌 编撰 的 新 题 ， 其 中 有 相当 一 部 分 对 
帮助 参 如 中 . 商 莹 学 生 解 答 中 .高 考试 卷 中 对 能 力 要 求 较 高 的 问题 
KA 帮助 , 柑 信 读者 通过 对 这 些 问 题 的 研 计 ,解答 ,会 受益 菲 浅 。 

有 必要 指出 的 是 ， 本 书 还 有 助 于 帮助 读者 破除 对 数学 奥 林 匹 
完 的 神秘 感 ,发现 开发 白山 身 寺 存在 的 巨大 潜能 , 以 增进 白 信 , 从 
而 进一步 大 胆 主 动 地 去 领略 数学 风采 ,探索 数学 世界 和 山 秘 。 

小 豪 书 可 殿中 等 及 中 等 以 上 程度 的 学生 自学 用 ， 也 可 帮 为 数 
学 和 与 林 匹 克 活 动 的 夷 导 戎 考 书 . 
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RRD 中 学 数学 特级 教师 ， 湖 北 省 数学 学 会 理事 ， 武 汉 市 中 学 
次 子 教研 会 副 会 长 中国 数 学 奥林匹克 高 级 教练 ， 全 国教 育 系 统 劳动 模 
0. ФА 五 一 ”劳动 奖章 获得 者 ， 武 汉 市 首届 教育 界 十 位 名师 之 
受 国 多 务 院 政府 特殊 津贴 

多 年 来 坚持 因材施教 ， 积 极 探索 发 展 学 生 个 性 特长 、 优 化 学 生 思 维 
品质 的 中 学 数学 教育 新 路 成绩 斐 然 ， 所 辅导 的 武钢 三 中 学 生 中 A 
E SM ыз АКО SHAKE. Tel 3 А Л + E 
字 奥 林 匹 克 中 国 代表 队 。 参 与 撰写 了 《中国 著名 特级 教师 教学 思想 录 》 (国家 教委 负责 组 
DNE PEE ME RE БИН: X Tage ， 论 文 《数学 教学 中 优化 学 生 思 维 品 质 的 做 法 》.、 
《天 于 数 持 教学 的 局 发 思考 》 . 分别 获 得 武汉 市 首届 和 第 三 届 教 育 科 研 优秀 成 果 一 等 奖 
前 者 在 中 国教 育 学 会 成 立 十 周年 优 奉 论文 评选 中 获奖 ， 此 外 还 撰写 有 《数学 奥 林 匹 a B 
中 知识 篇 、 小 学 提高 篇 (北京 大 学 出 版 社 ) ， 主 编 娃 向 成 功 》 高 一 数学 、 高 二 数学 等 书 





朱 华 伟 博士 研究 生 ， 特 级 教师 ,美国 洛 杉 矶 加 州 州立 大 学 访问 学 
者 ,中 国 数学 奥林匹克 高 级 教练 ， 湖 北 省 十 大 杰出 青年 ， 首 届 湖 北 青 稀 
i pln 湖北 省 有 突出 贡献 的 中 青年 专家 ， 湖北 省 教育 科研 学 
术 碍 头 人 .享受 国务 院 政 府 特殊 津贴 ，《 华 罗 庚 少年 数学 》 编 委 ， 《中 
deque 

1993 年 任 第 33 忆 国际 数学 奥林匹克 中 国 队 教练 ，1994 年 任 全 国 高 中 
数学 联赛 命题 给 成 员 ， 1996 年 任 汉城 国际 数学 竞赛 中 国 队 主 教练 取得 
团体 冠军 和 两 枚 金牌 、 一 枚 银牌 、 一 枚 铜牌 的 佳绩 ， 连 续 任 第 四 届 、 第 五 届 、 第 六 届 、 第 
七 屠 全 国 华罗庚 金杯 赛 武汉 队 主 教练 . 获 全 国 华 罗 庆 金杯 赛 金牌 教练 奖 和 伯乐 奖 ，2001 征 
任 第 42 届 国际 数学 奥林匹克 中 国 队 教练 。 

发 表 论 文 40 余 篇 翻译， 编著 图 书 40 余 本 ， 论 文 《数学 奥林匹克 对 选手 的 能 力 要 求 》 
被 评 为 全 国 中 学 数学 期 刊 优 秀 论 文 ， 专 著 《奥林匹克 数学 教程 》 获 武汉 市 教育 学 会 优秀 专 
EFR. 在 国家 数学 竞赛 世界 联盟 第 三 次 会 议 上 交流 ，VCD 教 学 录像 《特级 改 师 指导 学 


习 》 获 全 国教 育 电视 节目 特别 奖 ， 
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第 一 讲 ARDE) 
一 一 三 种 基本 方法 


Al in m A 75 ÀÀ 述 要 


1. 因 式 分 解 是 把 一 个 多 项 式 化 为 几 个 整 式 的 积 的 形式 的 ~- 种 运 
算 . 它 和 整 式 乘法 同 为 便 等 变形 ,是 乘法 运算 的 道 运算 . 

因 式 分 解 的 最 终结 果 是 惟一 的 ,不 低 必 须 是 几 个 束 式 的 乘积 ,还 
顷 分 解 到 每 个 因 式 在 有 理 数 范围 内 不 能 再 分 解 为 止 . 两 种 仅仅 因 途 
径 不 同 而 导致 数 字 差 异 的 分 解 结果 应 被 认为 是 一 样 的 ,如 4x* -1 可 
被 分 解 为 (24 - 1)(2x + 1) ,也 可 分 解 为 40x - 2) +). 

2, 提 公 因 式 法 、 运 用 公式 法 ,分 组 分 解法 和 十 宇 相 习 法 是 因 式 分 
解 的 四 种 基本 方法 .本 讲 主要 分 析 前 面 三 种 方法 . 

(1) 一 般 地 ,分 解 因 式 的 第 一 步 是 考虑 可 否 直 接 提取 公 因 式 或 经 
适当 变形 后 提取 公 因 式 . 若 存 在 公 因 式 则 先 施行 提取 全 因 式 法 提取 
公 因 式 . 显然 这 样 做 有 利于 进一步 的 因 式 分 解 . 

提 公 因 式 法 分 解 因 式 的 关 健 在 于 正确 找 出 公 因 式 . 公 因 式 可 以 
是 单项 式 也 可 以 是 多 项 式 . 当 某 一 项 被 作为 公 因 式 而 整体 提取 后 ,不 
BENE" 1 ”而 造成 缺 项 . 

(2) 因 式 分 解 常用 公式 

(i J)a- b =la+bh)la-b); 

(i| )a^ £2ab + b = (ax b); 

(Ñ| )a? + 55 = (а + b)(a* — ab 4 b’); 

(Nja – 55 = (а Б) (ажар + 52); 

( V Ja? + Заг + Зар? + b = (a+ b); 

(Мі) а? —3a?b + 3ab? - Б = (a – b); 


(М) а – b = (а – 5) (a £a ?b T s + ар? P^ Din A 
工整 数 )， 

(М) a+ à^2(atb)(a" – a" h a - ab^? + b^" D(n Ж 
8 3. 

(D ( | ) 分 组 分 解法 是 在 多 项 式 既 无 公 因 式 , 又 不 能 运用 公式 
分 解 时 ,通过 分 组 ,为 下 一 步 提取 公 因 式 ,运用 公式 或 来 用 其 他 方法 
分 解 做 好 淮 备 的 一 种 方法 ， 

( | ) 在 多 项 式 乘 法 运算 时 ,通过 整理 .化 简 , 常 将 同类 项 合并 为 
一 项 ,或 将 两 个 仅 符 号 相反 的 同类 项 相互 抵 消 为 零 .作为 多 项 式 乘法 
的 道 运算 ,在 对 某 些 多 项 式 分 解 因 式 时 , 则 需要 把 多 项 式 中 的 某 些 项 
恢复 为 那些 被 合并 或 相互 抵消 的 项 , 即 把 某 一 项 拆 成 两 项 或 狐 项 ,或 
在 多 项 式 中 添上 仅 符号 相反 的 项 . 通过 这 种 拆 项 . 添 项 为 进一步 施行 
AR oT EA BD ATE. 


BE wu 


例 1 分 解 因 式 : 
(1) х(ха+у—: 二 (一 一 区 
(2) - 24507 Vh g 4 ly auno Tuna 
解 (DEA =х°(х + у zy" убачу z)2n+1 
z(xy-z)'!(x8-,9) 
zlaty) t (а жу) (а-у) 
z(x4y-z)"tlix e yl- xy e уг) (к-у) (х 
+ zy + уг). 
(2) 原 式 = -2 n y(t -2x202 + у) 
一 - 2 ly (xy) 
- - 2 n ly (3 + у) (x^ - у)?. 
例 2 DRAR: -b + dt -a Y - ACab — са)?. 
# EAs [e -b+ d S- aat) t Hab- cd) ]L( - b2 + d° - 
2 


yr! yt! 


2 


а?) - 2( ab — ed) ] 

=[(e -2ed + d?) - (а? - 2ab + Б?) (е + 2ed + d?) - Ca? + 

2ab + b°) ] 

= {с- d)! - (a - b [Qe e 4) - (a+ 8)*] 

=(е-а+а-ф) (е ~ а d-asb)esdtas berdca- 0). 

Юз 分 解 因 式 :] - 125252 + 48533 — 64x55. 

"SS 0:0 =1-3-4х2ү+3: Ca (43242)? 

MT 
= (1 +2xy (1-2ху)Ў. 
注 ”注意 观察 .分 析 多 项 式 中 各 项 的 字母 及 其 指数 LAT 
的 特征 是 进行 因 式 分 解 的 前 提 . 

例 4 分 解 因 式 :x 5 нв. 

解 一 ot eG ae GP aec e Ge 
—=х!х+1)+х!(х+1)+ (xl) 
=(x+1)(x + z +з +1) 
=(x+t1)[ {x 12) ex ax) ++ (x 1) 
=(х+) x (x tl1) вА + 1) T r(x L 1) + 
(x^ 1)] 
=(x+])(x2+1)(x2 xx! +1) 
-(x-Dx^-D[x*x* +1) +(х + 1)] 
=(x+)(x2+1)(z + 1)(zŠ+1). 

ж н 

x |= (а 1) 0жас x4), T 

xl6 1 — (аб - D(x9 e 1) 

={х%—1){хж%+1)(а +1) 
= (52-1) (2+1) (4+1) (+1) 
= (5 - 1) (х DG? DG e DG, D, @ 
ERED, ORIA 
Ix -ÓDG^-DGO'-D(OS-10D. 


iE 例 4 解 二 不 仅 提 供 了 一 种 巧妙 的 解答 ,而 且 表 明 因 式 分 解 
常 可 采取 不 辣 途径 ,但 最 终结 果 应 该 是 惟一 的 . 一 旦 出 现 不 同 结 来 ， 
一 定 存在 某 种 结果 不 是 问题 的 最 终 管 案 . 

例 5 分 解 因 式 ; a + За? 43a +2. 

解 一 了 原 式 = (а +30:+3a+1)+l 
=(а+1)?+1 
=(а+2)[(е+1)?—-(а+1) +1] 
-(а+2}(а?+а+1). 

в (а +202) + (а2+2а) + (0+2) 
= (а +2) а? + (а + 2)а+(а+2) 
= (0 +20(ажаж1). 

EZ Шил (ава ъа) + (2а? +2а+ 2) 
-a(a^sa-1) 22(a? ca +1) 
=(a+2)(a2+a+l). 

ЖЩ ER = (al-1)+(3a 43.643) 
=(а-—-1)(а^+а+1)+3(а5+а+1) 
=(а*+а+1)(а+2). 

例 6 АЙ Ах xl. 

f JER =lat- x) ltal) 


2x x 1)+ (x +x+1) 


=х?(х—-1)(х+к+1)+ (ж +х+1) 
z(a x4 [xix-1) +1] 
= (2+ х + 1) Xx) — x2+ 1) 
#17 分 解 因 式 : (a +1) -xy(x- y)(a- b) y Cb +1). 
f GR-a(ae0D-ay(x-yM0(a«D-D])- y (b«D 
-x(a«l) ?5y(x—-y)] yCb + DD + x(x —y2] 
-x(a- x^ ху+ у) e y(b + DG? xà - xy) 
=(х^—ху+ v2)( xa + yb + x + y) - 
例 8 分 解 因 式 : m^ m? -2ma- n° + 1. 
4 


HS 20 = (mitm +1) –- (m° +2m +n) 
= (m° + 1)” — ( m + n)° 
=[(m°+1)+(m+n)][(m°+1)-(m+n)] 
={т'+т+пһп+1)(т -т-п+1). 

注 通过 添 , 拆 项 构成 一 个 完全 平方 式 的 方法 称 作 配 方法 .通过 
配方 ,形成 平方 差 ,再 运用 平方 差 公式 进行 因 式 分 解 的 方式 常 被 采 
用 . 

例 9 (ab + cdYXa?— b^ c? Ф) + (ас + bd) (a^ + b^ — c! - 4). 

Й Jmzü = (ab + a d)[(a"- 4) -b - c)] e (ae * bd) LE Ca? - 

d^) «Cb — e2)] 

= (ab + cd + ac + bd)(a? - d?) - (ab + ed - ac — bd) (В — с) 

-z(a-d)(acd)(a-c d)(b e) -(b-c)(beceKKb-c)(a- d) 

-(a-d)boecM(acd) -(b-ecY] 

-(a-d)be-c)larb—-ec d)(a- btc d). 


І.А: 
(1)64x* — y; 

(2) те -vi mp ; 
(3) ах? + Вах? 16a? x*; 

(4)а" 5 + а"; 

(5)16ax?4? - 4a( x^ + y?»*. 

2. 分解 因 式 : 

(Dx? - 4у +4х + 1; 

[27%2 一 xy + 2yz - 42°; 

(3)5a^ mnp? - 5a! m? n + 10a? m? n? — Sa^ mn. 


3. 4T Из: 


(Dx*-7x^41; 

(24x! +1; 

(3)a? + Ga - 7. 

4. 分 解 因 式 : 

(IC ac + bd) + (be — ad); 
(2) (2-1) (у2- 1) - dxy; 
(32x? + (IL. x) + (x +47); 


(4)(1 + у)? 一 2х (1 + y?) + х1(1 – y)’. 


第 二 讲 AADEL) 
-一 一 换 元 法 、 待 定 系 数 法 


A] iR d 和 方法 述 E 


1. ЖЕ X PRU SL PF PR E dE BS ac — TRR RREA ЕР IT 
某 一 部 分 看 必 一 个 整体 ,用 一 个 新 的 字母 加 以 替代 ,使 问题 得 以 转 
化 ,以 便于 问题 解决 

2. 得 定 系数 法 是 种 重要 的 解 题 方法 . 先 确 定 所 要 求 分 解 的 武子 
具有 某 种 分 解 的 基本 形式 ,而 这 种 分 解 形式 中 含有 和 者 干 待定 的 字母 
系数 ,再 通过 运用 民 等 式 性 质 ,或 比较 对 应 项 系数 ,或 取 一 些 特殊 值 ， 
列 出 方程 或 方程 给 ,得 到 待定 的 字母 系数 值 ,从 而 完成 因 式 分 解 ,是 
待定 系数 法 在 因 式 分 解 中 的 主要 运用 方式 . 


| € 精 讲 | 


$í1 分 解 因 式 ; 
(1)(x? - 2x +4) + 5x(x? +2х +4) + 63^; 
(2)(2у2 +3у «17 - 22? -33y - 1. 
解 (DZ у= x^ +2х +4, W} 
原 式 = y^ + 5xy + ба 
={у+2х}( y +3x) 
= (x 42x +425) ( x +2җ+4+3х) 
={х+2)%6{хж1+5х +4) 
=(x+2) (х+1)(х+4). 
(DEA = (247 +3у+1)5—11(2у°+3у +1} + 10. 
令 mz2y! + Зу 1, 


Wit = m -llm + 10. 
= (т 1) (т 10) 
= (2у2 +Зу+1- 1)(2у2+3Зу+1- 10) 
= (2y? +3у)(2у2 + 3y -9) 
= у(2у+3)(2у-3)(у +3). 
例 2 4WESXIOÓ-x-DG^^-x-2)-12. 
#— G y=xr 4 х, 
EA = ty+ D(y+2)~ [2 
zy5-3,-10 
= (у-2)(у+5) 
=x +r) (вх 5) 
= (5+2) (х - 1)(х2+х+5). 


解 二 4 i-a exe OMI 


Bot =z- 
-2-97 


7 T 
-(z-)a 4) 
_ (1 3 Fv; 3,7 
2 x5 3 Xa tatu.) 
= (аф —2)( x? + x + 5) 


=(r+2)(x-—l)(x2 + x+5) . 


注 И =TlO2+x+1Y+ (+ a +2)], Ж 
Fx exei + x +2 246 УУ ЗАА IN SK ЭУЕ Ж 
了 便利 ， 
例 3 ЕЧ: (52 635 + 2) (452+ 85 +3) – 90. 
Ж MA = (+1) (0+2) (28+ Dx 3) – 90 
= [ (x +1)(25 D] ix +23025 +1)] — 90 


=(2x°+5x+3)(2xy2+ 5x+2) - 90. 
4 у=2х*+5х +02, 
Е = (у+1)у-90 
-45.y-90 
=(y—9)(y+ 10) 
= (242 + 5х - 7) (242 + Sx + 12) 
z(x-D(x +7) 2x 4 5x +12). 
例 4 分 解 因 式 .6x1+7x3 3652-75 4 6. 
解 一 MA -6(xeD-T7Tx(x*-1)- 36x? 
= 61052 0)2 +252) + 74052-1) - 36s? 
=6{x 1) + 75042-1) - 2442 
= 1242-1) - Зх 13052-1) + 8x] 
= (25? - 35-2) (3х2 + 8x —3) 
= (2x r1)(x-2)(3x - Dx *3). 


WI ER = Alola 05) eT - 0) - 36]. 


t -一 , 则 x ?+ “+2. fX 


EA = x° | 6( 2 DaT- 36] 
= 20612 +7124) 
= x(2t- 32 1 +8) 
= v“ 2( x — +) - 3i[3(x - 2) +8] 
=!2х°-3х-2)(3х°+йх-3) 
={2х+1)(ж-2){3х-1)(х+3). 
注 (1) 例 4 的 解 一 中 ,虽然 没有 换 元 ,实际 上 把 x: - 1 看 作 一 
个 整体 . 当 熟 练 使 用 换 元 法 后 ,并非 拇 题 都 要 设置 新 元 进行 代 换 . 
( 2) 着 多 项 式 中 与 首 , 末 两 项 等 距离 的 两 项 的 系数 均 相 等 , 则 可 
如 例 4 解 二 进行 换 苞 ， 
Bs PRAN- (аву 2) (ху - 22у). 


解 Vu-exey.saxy.Hl 
ER = (6-1) + (и - 2) (а - 26) 
=(s+1) - 206+ l)u + u° 
=(u+]- u) 
= (xy +1- x y) 
= (х - (ж 1), 
ik PSF. х, у РАЗН, B 8 EHU ш, ERIT 
不 蛮 , 这 样 的 多 项 式 称 为 二 抱 对 称 儿 项 式 .对 于 *,y 的 二 元 对 称 式 ， 
EDS U: u= x+ y, = ay, WEAH .改变 形式 是 因 式 分 解 中 一 种 
常用 的 技巧 . 
6 Е: (ас – by + (by — с) - Cax - с). 
解 5 т= ах – Бу, п = Бу - с, I] ax- с=т n. FIEL 
liz = m? + n! -iminy 
=m + n*- [m`+ n +3mna(m + n) | 
= —3mn(m+ n) 
zo-3(ax- by )( by- ez)( ax — ex) . 
{7 分 解 因 式 :x? + xy -6y +x+13y - 6. 
B P] ox64x-6y-(x-2y)(x4332,HT z 
WX = (х - 22у т) (х +3y+n) 
=x + ху бу + (т + п)х + (ám -2n)y « тп. 


比较 两 边 对 应 项 系数 ,可 得 


m+ n=l, (D 
3m —2n = 13, e 
mmn = — б. Q 


HD. ORI т=3,п= -2. RAA ORE. BY 
BG (Ox-2y-3)(x43y-2). 
例 8 EMEWA rt- x+ 6x?2— z+ 15 Ë T iX ИА Ж 
积 , 试 进行 因 式 分 解 . 
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分 析 ” 佐 题 设 , 可 证 
хі д5 вбд- x+ 15= (x° xax + b)( x? + exe d) 


= уь (атс) + (ръб + ac) x? (ad be)x + bd , 


比较 对 应 项 系数 ,可 得 





ú +c =-1, qu 
Ë + d + о = 6, (2) 
ad + be = – і, 8) 
bd = 15. D 
HDH 
b= | 3) +5 | 
d= | x5. s1] 
(b,d >). 
试 取 ¿= 3, a = 5 RAOR 
Sa +3e= -1. C» 


Ф.О Н а=1,с= -2. 
经 检验 ,a=1,b=3,c = -2,4-5 E [ЖЛ fih 8g B fb. 因 
此 ,有 
Их, -(x^-xrx-3)x'-2x-58). 
Ж ”由 于 图 表 中 5 d ПАЈА ER HARAR АЧ Ж ДЕ 
Ф — А, ЕШ , ARRAI REL. 
Blo WWE r-r? + ax - 6 f xà +5х°+ bx + 8 КХК, 
AHE a.b 的 位 . 
Ж Aia. пер 
x 252 + ax -6-(x^9 px + q)(x + e), 
x +5x + +8 = (хв px+ д) (х+ d). 
比较 对 应 项 的 系 狐 ,有 


I! 


出 -总 得 d-ez7. 


p +c =-— 2, 
ch +q = a, 
eg = — 6, 
р+а = 5, 
ар + 9 = б, 
dg = 8. 


© - Qf 4(4-с) = 14. 


НО, Di 2-2. КАФ, О, ff = - 3,р=1,а= - 


可 得 b=6. 


ЛЯ: 


(Oir tarl tir a-l); 


(2)(x + N — xy + y2) — 2422; 
(3)(x- y) +(y- х 


2) + 8; 


(4)(бх +7) (Зх +4)(х+1)-6; 


(5)(a2 — 15х 4 54) (3? + 11х +28) + 350; 
(6)(a? Ax 6) (x? - 6x +6) 一 3 
(THa? - x + (а? 3x 23 - AG e x +1)°; 


(8)(а+ В) (+ c)(e + a) + abc. 
2. 用 香 定 系数 法 分 解 因 式 ; 
(1)6x° + 7ху +2y 8х — Sy +2; 


(20245 x Axa +35 +5. 


3.3K lE: a2 Ray + y^ + x + y - A ЖЕЗ. 


-99600000H 


同 理 


4. t AAR, 多项式 x2 + 7xy + 2 — 5x + 43y — 24 可 以 分 解 因 


A? 
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第 三 讲 ” 因 式 分 解 (三 ) 


N d m 4" 7 A x E 


1. XP SUR STE BEI ЛИ ka РАЕС + л) ЖЕНЕ, 3039 
作 关 于 这 个 字母 ( 主 元 ) 的 多 项 式 进行 分 解 的 方法 ,我 们 称 为 主 元 法 . 

2, 设 多 项 式 f(x) = ада, рх" в + вра + ао Са) 
Hj a AE x 所 得 并 x) 的 值 ， 

因 式 定理 ”如 果 (а) =0, 则 多 项 式 f{x) 含 有 因 式 (x - а): 5 
GE AA х) ВА x-a, Д] Ка) =0. 

证 明 WE f(x)-(x-a)qGO rir AWR, ф(х) MEER), 
Ш r2 Ка). ж Ка) = 0. = 0, (х) = (х -а)`абх). #H f(x) 
SPA z - а: EX. (х) RAAR r-a, Ш ro, MMA (a) = 
0. 

3.CD TRARRE, Ж ЮЕ БЕН d РЕВ 
I CP GE ЕНРИКЕ ДУНК БАЕЛ Ж, K 
数 相同 的 称 为 齐 次 ,a + b, а + ab + 52 等 是 关于 a,b ВРК 
式 ,at b+tca + b c — Зас EET a, b.e 的 齐 次 对 称 包 项 式 ， 
Шав с-а ~ 6 с 等 则 是 a,8,e 的 非 齐 次 对 称 多 项 式 ， 

两 个 对 称 式 的 稻 , 差 积 . 商 仍 是 对 称 式 . 

(2) 一 个 代数 式 中 ,把 它 所 含 的 字母 按 某 种 顺序 昔 换 { 媚 第 一 个 
字母 换 成 第 二 个 字母 ,第 个 二 字母 换 成 第 三 个 字母 ,… 如 此 替换 ,最 
后 一 个 字母 换 成 第 一 个 字母 ) 式 子 不 变 .这 个 代数 式 叫做 这 些 字 和 母 的 
轮换 对 称 式 ,简称 轮换 式 . 如 [(a - B)(b—c)(c— a), ab + Pe cla 
等 是 关于 a,5,e 的 齐 次 轮换 式 . 

从 定义 可 知 对 称 式 部 是 轮换 式 ,但 轮换 去 不 一 定 是 对 称 陈 ， 
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两 个 轮换 式 的 和 、 莽 、 积 、. 南 仍 是 轮换 式 ， 

(3) 对 于 对 称 式 和 其 他 轮换 陈 贡 采用 以 下 方法 进行 因 式 分 解 : 先 
运用 主 元 法 和 因 式 定理 找 出 它 的 - ` 个 因 式 ,进而 利用 对 称 式 得 出 同 
型 的 另外 一 些 因 式 ,再 运用 待定 系数 法 确定 剩 下 的 其 他 因 式 . 


例 题 精 讲 


例 1 分 解 因 式 : 
42 + xy +y 45x 47v 46. 
分 析 Ex HER, 
EA = x74 (3y+5)x + (2y +7y+6). 
对 于 常数 项 而 言 , 它 是 关于 y AREAN, SA FARE 
TRR 


Вр 
2у2+7у+б= (2у + 3)(у +2). 
再 次 利用 -F 字 相 乘 法 对 视 为 x 的 二 次 三 项 式 的 原 式 进行 分 解 ; 


> 

x y+2 

BA Дїлу=(х+2у+3)(х+у+2). 
Ж 0) 上 述 因 式 分 解 的 过 程 中 ,实施 了 两 次 十 字 根 磁 法 ,大 
又 称 作 双 二 相 乘 法 . 把 两 个 步 绝 中 的 十 字 相 到 的 图 示 合 在 一 起 ,可 得 


下 图 , 它 表示 了 以 下 三 个 关系 式 ; 
(x +2y)(x + y) = x? +3ху+2у°, 
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Ux 
(x-*3)(x 42) = х? 5x + 6, 
(2у + 3) (у +2) 25? + 77у + 6. 
(DEA у 为 主 元 ， 
原 式 =2y*+(3x+7T)y+ x +5х +6 
=2y2+(3x+7)y+(xz+2)Xr+3) . 
运用 双 РУЗЕ, A 


x 
Da 





ЖИху=(2у+х+3}(у+х+2). 
(3 在 运用 双生 字 相 乘法 时 ,也 可 以 作 以 下 变换 : 
20 =(х+2у)(ж+ у) +5х +7у +6 
=(х+2у+13)(х+у+2). 
例 2 分 解 因 式 : 
a^b + ab? + аге + ac? +2афс + ab — ас + 0? – с?. 
E EA (рн с)а + (ъс восеъ b —- с)а + b? — е? 
=(ф+с}а?+ (b à +2ie+b-c)a+(b+ec)Xb- е) 
= [(Бъс)а+ (Б - е) Де+ (b+ e)] 
=(аб+ас+ь-с)(а+Ьь+с). 
注 2 ARENI f SAMC ARREA , ЖЇР: 
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例 3 分 解 因 式 :4x (a + b) 8ку(о+ à) *- 5y2(a + b). 
Ж Nx-(aebYlAx^-8xy(a 5) -5y^(a  bY] 
={atb) [2 -5y(a4 b)]I 2x + y(a + b)] 
= (а + b)(2x-5ay -5by)(2x + ay + bv). 
例 4 DARHA: It к бх - 302 655 42. 
分 析 记 x)= x+ х бх - 3х? + 5х +2. 
А1) =1+1-6-3+5+2=0, 
0-1) = 0-1) «(-1*-6( - 1) -36- 15 +5:(-1) +2=0, 
根据 因 式 定理 , f(x) 含有 因 式 * - 1, +1, TÆER TH: 
Кх) = х5 - жук х 5х e 5x 235 +2 
-a (x -De-xQ-1)-5x(x*-1) - 2052-1) 
-(x*-DG) +x- 5x - 2) 
-íx4l)x-iDOG.z-5x-2). (1) 
令 р(х) = xl+ z2- 5xz - 2,383 
g(2)22 42 '-5x2-2z0. 
BL Cx) SUB х -2, 再 作 拆 项 分 组 : 
д(х) = х - 287 «3x -бх+х- 2 
= (5 2) + Зх(х 2) + (5-2) 
2(x-2)G 3x41). @ 
SORE 
Кх) = (x Dix - D(éx 2) (x 3x +1). 
Ж (1) 例 4 中 根据 因 式 定理 探 和 f(x) A ЧЕК х-1,х+1,х 
-2 后 可 过 次 施行 综合 陈 法 得 到 剩 下 的 因 式 . 
《2) 由 例 4 可 以 看 出 当 六 x) 的 系数 和 为 0 时 含有 因 式 x-1; 当 _f 
x) 奇数 项 系数 的 和 与 侦 数 项 系数 的 和 相等 时 含有 因 式 z + 1. 
例 5 PERA: rty - x° — y. 
BE 将 原 式 视 作 关于 z KEMA). 03 /(0) = 0, nDRI х) 
HB z, У 
К-у) =(- y+y)°- (у) y520, 
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Ub FO m НА z + y. 
因原 式 是 关于 x.y 的 对 称 式 , 故 可 设 
ER = ayla + у) EC? + y!) + day]. 
Ж о х=у=1,18 
30 =2(2Ё +1), (D 
HW xz2,v--1.4 
-30- -2(Sk -2i). © 
BO OHI E25. 1-5, 911A 
ERR =5ху{х + y) x + у + xy). 
例 6 Л: + у + 45—-3лхул. 
分 析 原 式 为 关于 х,у, 的 三 次 齐 次 对 称 式 ,可 视 作 关于 x 的 
ETMA. 
6 х= -y-z,lii 
= (- y- ну 2-30 — y — 2) у 
= -(y+z) +y + z y 3yz(x + y) 
= 0. 
根据 因 式 定理 知 原 式 有 因 式 x + y + z, 另 一 国 式 必 为 二 次 齐 人 次 对 称 
X, nli 
原 式 = (x + y+ z) klx + ytz) + IOxy+ XZ + x) ] 
比较 x2, xv RRR, BPA k=l, = -1. 因 此 ， 
= (x + y+ z)(x2+ ytz — my — yz — 20). 
例 7 ЕМ eyla- y) + ух (у — z22)+ m — x». 
分 析 原 式 是 关于 х,у,а 的 四 次 轮换 式 ПРЕ х 为 主 元 的 
A. 
5 x = y hf. 
BA = yy- y) + yz( 2 — Z) + zy (2 — y?) = 0, 
故 原 式 含有 因 式 x- y. 由 对 称 性 知 y — 2,2 х ERAKAR. W 
此 , 剩 下 的 国 式 必 为 x+ Y+ z. 
ДЕА = k(x+y+z)Xx- y)(y- 2) (2-х), Ш yz, ДЯ k 
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= -1, 所 以 
lix = — (x+ y+z)(x-v)(v- z)(z- z). 
例 8 分 解 因 式 ; 
а ХКа+1)(ф-є)+ЬК(Ь+1)(е-а)+с(е+1)(а-). 
分 析 原 式 为 非 齐 次 轮换 式 , 可 视 作 以 а 为 主 元 的 多 项 式 ， 
当 a = 时 , 穆 式 =0. 所 以 -了 是 原 式 的 一 个 困 式 .由 对 称 性 
纯 5-ceyc-a 也 足 原 式 的 因 式 . 剩 下 的 因 式 应 是 非 齐 次 对 称 性 .说 
Bize = (a Б)СБ- е} (с-а) 1 kla? +b? + сг) + Сор + Б + 
са) mía c bo c)«n]. 
^ e«z0,bz21,c-118 
2Ё-1+п=-1. 
4 a-20,b-2,e- -2, 得 
8k - 4I+ nz - 4. 
$ a-0,b21,c-2,f8 
5 无 十 2 c 3m п = — 10. 
4 asÜü,bzl,cz -2,H 
5k - 21 - m + n= -2. 
HE OQ. OO, OR k= -1,1= -1,m2 -1,n=0, 所 以 
hix -2-(a-àbb-ecc-a)(a?^ e b+ e! + ab + be + ca + & 
+b +e), 
HS CH a,b,c E ZA ABC 的 二 边 边 长 .求证 ; 
a! «b! «c? -a(b—-cY - b(c—-a) - с(а - b)! - 4а «0. 
WERA 记 а) = а + рв с-а с) —b(c- а)? -c(a- 
^^ - 4abc , Bil 
f(h*e)z(becy +b +e -lhtee b-cY b с 4(b+ е) 
=(b+c)[(b + е) - (b -— e)2- Abe ] 
=0, 
РЫ b+ c- a Жж (а). H a ERF a, Б, е 的 轮换 对 称 
X. e+a-b,a+b- с Ш (о) ЖМ. 可 设 
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e c © 


= 


fía)-k(a* b-c)(btc—a)(cta- b). 
比较 a? 的 余数 ,可 知 k = - 1, 故 
Ка) = -(acb-c)(btc-a)(c-a- b). 
出 于 с, Б, с 37 25 АВС 35, Ж a+ b>ce,b+e>a,ce+ a> 
b, AMT Ca) «0. ЕКЕ. 


1 分 解 央 式 : 

(1)227 + xy ~ 5? - Ax + 5y - 6; 

(2) 42 25у -By — x - My - 6. 

2. 分 解 因 式 : 

(10229 32 x +4; 

[2)x* — 19 xy? - 302; 

(3)x) + 3px + (3p* — q^?) x + p(p2— 9^). 

3. (1 证明: 如 果 x= Š p, ЙК ал" a, qx" ъф ара + 
ao 的 值 为 零 , 则 ax — 为 这 个 多 项 式 的 因 式 . 

(2) 分 解困 式 :2x3 — 7x7 -3x + 18. 

4. TRAA: 

(1) (2-2) *(b- ci +(є-а)%; 

Q)x-^vti:)y-(vez-xP-(ze-xn—-y)P-(xey-z). 

5.1 P =(х+ y 2)! _ y*l E y7771 E 229+1(д 为 正 整 数 )， 
Q = x2y xy + уга + у + Zx + oz + xvs,WAWEHH О ЖР RAR. 


第 四 讲 ” 因 式 分 解 的 简单 应 用 


因 式 分 解 是 - .种 十 分 重要 的 恒 等 变形 ,是 解决 许多 数学 问题 的 
ANLA. 本 讲 只 简单 涉及 简便 计算 .整除 、 多 项 式 的 化 简 \ 求 值 ,条 
件 便 等 式 证 明 等 方面 问题 ,但 各 种 问题 灵活 多 变 、 富 于 启发 ,对 拓宽 
思路 ,提高 驾驭 所 学 因 式 分 解 的 知识 和 方法 分 析 问 题 和 解决 问题 的 
能 力 是 非常 有 益 的 ， 


例 Юй 糖 讲 


例 1 FE. 


(12001 ~ 2x 2001 - 1999. 
20015 + 2001° -2002 ' 
(2)(2х5+2)(4х7+2)6 х9 + 2)7:(2000 x 2003 + 2) | 
(1x4+2)(3x 6+2)(5 x 8 + 2): ( 1999 x 2002 + 2) 
BE (1) m = 2001 , Jl 


原 式 = m! —-2m^-(m-2) 
` m^4m^-(m«l) 
_ m^(m -2) - (m - 2) 
»m'(ms1)-ím^1) 
_ (m -2)(m? - 1) 
BD 
-2 _ 2001 — 2 1999 
= +1 3001-1 2002; 
(DA л(л+3)+2=л^+3л+2=(п+1)}(п+2), 


_ (3x4)(5 x 6)(7 x B)‘ (2001 x 2002 
Ж 原 式 = (2x3)(4x 5)(6x 7): (2000 x 2001) 
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= < = 1001. 
#12 求证 :任意 四 个 连续 正 整 数 之 和 加 ] 为 一 个 完全 平方 数 ， 
证 明 设 四 个 连续 正 整 数 分 别 为 n,n+1,n+2,n+3, 则 


n(n4l)(ín*2)(n-3)41 
=(n2+3n)(n 43n42)41 
= (п? + 3а )2 +n? + 3п) +1 


=(ң2+ 39 +1), 


为 一 完全 平方 数 . 


例 3 证 明 : 具 有 如 下 性 质 的 正 整 数 a 有 无 穷 多 个 ;对 于 任意 的 
正 整 数 Пп, = n^ + e 都 是 台数， 


Ліп ЖЕТА ЈЕ S а 使 与 ”都 能 分 解 为 两 个 大 
于 1 的 正 整数 之 积 . 注意 到 n ,根据 对 称 性 ,联想 到 
x* e 4y* = ді + da^ 7 44? - 4x2 у^ 
= (x? + 2y°)° — (22у)? 


一 (x! — 2ху +2у°)(х* +2ху 4237), 
ШВ =n ask Ck AERES. IE 


n* 4 4k^ = (n? -2nk - 2k!) (n? + 2nk + 24?) 
2[(n-RkY + А} (п -2nk « 24^). 


E k»l/f(n-kY)-4b»1,m «2nk*25^ »1,n* а 为 合 数 , 因 存 
在 元 窃 多 个 大 于 1 的 正 整数 有 , 故 存 在 无 穷 儿 个 正 整数 a, 使 n*+a 
对 一 切 正 整数 nn 都 是 合 数 ， 
例 4 CH a,b, 为 互 不 相等 的 数 ,日 
(а- с) -4(b-a)ce-b)z0, 
求证 ;28 = а + c. 
ҢҢ ADH 
a? -2ac + c? - Abe + 4ас — 4ab +417 


-(ascY-4b(a- c) 4b? 
-(atc-2b)! x0. 
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所 以 &-c-2b5-0, 
Вр 2р=а +. 
B5 ба+ь-с=-З3т, (т-а) + (m—- Б) +T (m-cY- 
30m - a)(m — Б) (т - с). 
Ж. 2 р= т-а, д= т, г т с, 
р+а+т = (т-а) + (m- b) + (т-с) 
-3т-(а+ + с) = 0). (1) 
М (т-аў + (т- 5} +(m- cy —Xm —a)(m Б) (т e) 
=p +g + г -3pgpr 
= (р+о+г)(р^+ ат рр — qr — m). 5) 
tO. our 


(т-а) +(m- b) + (т-с) -3(m-a)im- Б) (т-с) = 


Bl6 Ят т.п, р ЖЭ, КИЕ" e xot! Р? К x° 
+ x*+1 整除 . 

ШЕ A 

gm узн yM 2 

= [Co tra) -1] ex^ (а) 1l x^ x41 

2(x l1)( 3-3 tn 


Зн – 6 3р- 3 3p -6 


x +- +у+1) + ух (x -1x Tx ++ x1) 
+х* + x+] 
-(x + xalGx-0DG-7324.-..:1)4 x(x DC 3 L... 
+1) + х l)i +1) +1], 
所 以 хэ" ue Pot! + e HIE 22 + x+ 1 EB. 
7 # т, п,р,4 为 正 整数 ,日 mn + pg P m — p 的 倍数 , 求 
HE: ma ~ пр E m - p [ЧЇЙ 
正明 [d m.nip.q 为 正 整 数 , 故 
( mn + pg) — (mg + np) 
-n(m-p)-qg(mc- p) 


-(m-p)(n-qg) 
E m -p BB ЖАЙУУ ma + pq 是 m — p Bf EX, TUA тщ + np 
也 是 mm 一 上 的 倍数 . 

例 8 对 下 整数 x,y,(x,Y) 称 为 一 个 数组 ,规定 数组 (x,7) 与 
数组 {y ,*) 是 相同 的 数组 . 若 两 个 数组 满足 以 下 和 条件: 任意 一 个 数组 
中 的 两 个 数 的 和 等 于 男 一 个 数组 中 的 两 个 数 的 积 , 则 称 这 两 个 数组 
为 “相伴 数组 ”, 除 (2,2) 与 [2,2) 以 外 求 其 休 的 “相伴 数组 ”, 

解 ” 设 “相伴 数组 ”为 (a ,8) 与 Ce ,4d) ,不妨 设 am bez dli 

| a +b = cd, Ф 
c+ = ар. (2) 
Н), OR 
ab +сф=а+ф0+с+@, 
HD (a-l) b-1)+(e-1)X4-1)=2 m 
EN a.b, cd МЕЕ НОЧИ 


(g—-1)(5—1) 22, 
аро CL) 
` (а- 106-1) =1, 
* london d 
(a—1)(b- 12-0, 
ао, ш 


Hi I М a=3,b=2,d=1,0=5; 

ВП) а= = e= d=2:; 

(Ш a25,bz1,c23,d = 2. 

综 上 所 述 , 除 (2,2) 与 (2,2) 世 外 的 “相伴 数组 "是 (5,1) 与 (3,2). 

例 9 nt > 省 运动 员 符 加 丘 态 球 循环 赛 ,每 两 人 人 之 同 止 好 只 
进行 . - 场 比 赛 . 在 循环 过 程 中 ,第 一 位 参赛 者 胜 s, ЖЛ y, 0,58 
位 参赛 者 胜 X5 35 T ya 场 ,…' ,第 nn LESSE Е x, iy A Ya 场 . 求 
证; xf + вА =уУ + у ++ уд. 

证 明 ЖКА, —Фал А ШТ п ТБЗ, ВВ 
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x, *y-2n-1l (izl,2,",n). 
H T 8 — 35 EC SE US — AE, — Л, 
X| + X2 j" + X, = yí + y2 +" + Yy. 
于 是 (хф хава) (ув ув уг) 
= (ai у) + (05 - у2) + (а уа) 
= (дуж уу) Сх yi) + (x2+ уз) Сар уо) ++ (x, + 
Ya) xa 7 Ул) 
-(n- (а-у) +(х2- уз) + (ха yl 
=(п-1)[(ху+х+'б' +з) S (I+ ya + + у„)] 


= 0. 
所 以 ъд = уусу. 

一 .选择 题 

1. 对 于 任何 整数 mm, 多 项 式 (4m + 5)2 -9 都 能 ( ). 

( A)48 S HRR (B) 被 16 EBR 

(С) 3 整除 (D) 5 Ж 

2 GER о, Б, сд а + 52= 2 Н а 为 素数 , 则 5 ,ce 两 数 应 

( ). 

CA) BIS SEX (B) 同 为 偶数 

(С) — 97—18 (D) 同 为 合 数 

з. WR 2(х5+ у) (аву) (2 ~ уг) КИЯ, Ш x 
5 y 之 间 的 关系 是 ( ). 

(A) 相 等 (B) 互 为 倒数 

《C) 互 为 相反 数 (D) 以 上 三 种 都 不 成 立 

二 ,填空 题 

4.998 -4= __ 
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5. 7 3010-0 - qn eg - ze =. 

6.35 x -3y e 4z 1,25 ^ y -22 2 2 M, fff x° -2x) — Зу + 
2а: + 10у: – 822 的 结果 是 O 

TERTA x! + ту + nx - 16 Ж ЖА x - 2 5 x - 1,0) mn = 





= 一 numm 


三 .解答 题 

S.E 8 3^ + m BEBE 13 SERRE 2 UIE:3^ + т 也 能 被 13 ЖЕЙ m 
为 整数 ,nm KERRO. 

9. ја: РР Н EAE S 3?n*1 22^ -6" 是 合 数 ? 

10. 证 明 : 包 项 式 (x Dx -2) (x - A2éx — 5) 10 的 什 恒 大 
FF. 

11. 设 有 多 项 式 

Р =4х%- 4р +dor + 2p(m + l)x + (m + 1)2, 

ЖЕ: p?- 47 -4(m 1) = 0.) P J&— o — HJ ЛУКЕ 77. 

12.3K IE :(7 — 40 (3- х)(4- 好 ) 的 值 不 大 王 100. 
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第 五 讲 2 X 


1.(1) 车 把 两 个 欧式 4 , 的 商 写 成 的 形式 ,在 整 式 p 中 含有 


字 丰 时 , 则 称 式 子 双 是 分 式 . 其中, 分子 4 中 不 一 定 含有 字母 ,而 分 
母 B 中 必须 含有 字母 . 

(2) 只 有 在 分 式 的 分 母 值 不 等 于 零 时 ,分 式 才 有 意义 .分 式 的 值 
为 零 等 价 于 分 子 的 值 为 零 日 分 母 的 值 不 为 过， 

3) 分 式 的 分 类 类 做 于 分 数 , 分 子 的 次 数 小 于 分 母 次 数 的 分 式 称 
为 真 分 式 ,而 分 子 的 次 数 不 小 于 分 母 的 次 数 的 分 式 称 为 候 分 式 . 当 分 
式 的 分 子 .分母 都 是 整 式 几 公 因 式 为 1 时 , 称 它 为 最 简 分 式 或 婚约 分 
式 . 当 分 子 4 与 分 母 婧 中 至 少 有 一 也 是 分 式 时 , 称 它 为 繁 分 式 ， 

(4) 整 式 与 分 式 统称 为 有 理 式 ， 

2. 分 式 的 基本 性 质 是 

2 = A 0). 
它 是 分 式 运算 的 重要 依据 . 

3.《1) 把 一 个 分 式 的 分 子 与 分 母 的 公有 内 式 约 去 叫做 分 式 的 约 分 ， 

(2) 把 儿 个 异 分 母 的 分 式 分 别 化 成 与 原来 的 分 式 相同 的 同 分 母 
的 形式 ,叫做 分 式 的 通 分 ， 

(3) 分 式 的 基本 性 质 、 分 式 的 约 分 与 通 分 、 分 式 的 四 则 运算 等 都 
分数 相 应 内 容 类 似 , 约 分 常 需 先 对 分 式 的 分 子 、 分 母 分 别 因 式 分 
解 , 为 约 分 创造 条 件 . 通 分 的 关键 是 确定 几 个 分 式 的 公分 母 .要 注意 
分 析 分 式 的 结构 特征 ,灵活 地 采用 分 步 通 分 .分 组 通 分 等 多 种 方式 . 
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пав W 


Bi x 为 何 值 时 ， X Sa “的 值 为 零 ? 


解 ” 原 式 的 值 为 等 应 间 时 满足 











| x^—-x-2-20, (D 
x 5 | x+ 620. (2 
WD (x—2)(x+1)=0, D 
由 心得 {(1х1-2)(1х1 -3) 0. @ 
НО, OJH x= -1. 
2 计算 

2x? x^ -] 2 
1-[ © +х+1)]* (a-a QUO -2x -3). 
© RR DD калда), 

1 

(х-3)(х+1) 
=] 2a2- (2-1) x-l 1. 
m x-1 x^—-x-1 x-3 
2p El. x-1 „l 
p x-l x'-x.1 x-3 

x +] 
717-3 
 ix-3)-(a4D 
E x-3 
_ 4 
7 £-3 
注 ”进行 分 式 的 四 则 运算 时 要 注意 运算 顺序 . 
Я з СЖ, r, 

х +4 A _Бх+с 
+> Ф 





x'42x-3 x-l rt 
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АЙЕ А,В,С 





o x+4 x 十 站 
x+2r-3 (а?-1)+2(х-1) 
х +4 


"(ax DG x43) 
(х'+х®+3)-{х^-1) 
(х= 1) (2+ х+3) 
] _ x+l 
x-l x +x+3 ` 
HD GM A=1,B= G= -1. 
MIC HQS 
ytz Alr +х+3)+(х—1)( Вх+ e). 
令 x=1,0, - 1, HORIS 
5А = 5, | 
3A- С=4, 
3A - 2B - 2C = 3, 
fgid A-1,B-C--1. 





3 2 3 2 
， -2a?- = g? – 1 
例 4 н 229-9012 a -g -Аа+| 


— 


—5a-6 a^-3a 42 


解 БИЛА, = Ка +3) + = SG Dla сз): 


- [fa +2) - GDG. 


=(а+3)-(а +2) 4 — 
а 一 


3 Ҳа -2) 


-be2-2 (a - Da -3) 


1.6, 6. _ a ? da +9 
7" *(a-D(a-3) «d-4a-3' 
例 5 计算 














l 1 1 1 
7 T 477-4 + —-,. 
x'—3x42 -a xx x .-3x42 














m 1 | 
8 RA = (x -2)(x-1) + {х-1)х + x(x+1) M 
d 21 
(x DCx à 2) 
1 1 1 1 1 1 l 1 
"Go xt т) арб) 
..1 .了 
"x-2 x42 
_ 4 
02-4 
i£ ”注意 将 分 式 运 算 与 分 数 运算 相 类 比 . 
例 7 计算 
атк) ба-а) ___(у-ш}(у-х) ñ 


(xty-2z)(x 4 z -2y) (y4z-2x)(y + x -2z) 


o а= х) (а-у) _. 
(2+ х - 2у)(:+ у - 25): 
分 析 EGET Хуу, 轮换 对 称 , 昌 进一步 ， 


Rx) 
RTI -G-xx-3-ü-22]* 
o QEyczaMy-2) 200000, 
[(z-x)- (x - y)] (y 22- Gr - x)] 
(az xMa-y) — 10 
[((x-y)-(v- z)]l éz-x)- (x - y)] ' Ф 
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上 式 关于 x - y,y -z,z -x 轮换 对 称 .因此 ,进行 换 元 ,简化 结构 : 设 
x-ys2a,y-z2b,z-x-c,HEQH 


— gc ~ ba - cb 

E = К ea-8)* (cc aXb- e) * (a bc a) 

_  a8c(c- a) * ab(a- b) + bcCb — c) 

u (a-b)(b-c)(c — ab 

ac^ — ate + a? b - ab? + cb! — i? 

m (a —b)(b —c)(c— a) 

c(a- b) + ab(a- b) + celb? — a?) 
(a- b)(b - c)(c - a) 

Ха = b)(Cab - be са + c?) 
©  ta- b)(Cb - e)(c - a) 
(а b)|b(a- e)- c(a- ce) 

(a- b)(b- c)(c- a) 
_ ía-b)(a — e)Cb - с) 
© (fa-b)Y (b- e ic-a) 
21. 


£ - ь—-. .23 
例 8 С а= 5,6,6 mug АЖ 


— 777 


ёсе) Саъ) 
az ob - 2) жес) 
的 值 . 
аз (с В) + (а е) * eb - a) 
"i Ж „уе Ка сер а), 
分 子 、 分 母 部 是 关于 a,b, с 的 轮换 对 称 式 ， 
对 于 分 子 , 当 а= БВ, АРТА, ,可 见 分 子 舍 因 式 (a - Б). aj 
样 分 子 售 有 因 式 5-c,e-a. 设 
ale- b)+ P(la-c)scP(b-a)zk(a-b)(b—ce)(c—a)(a 
+Ь+с). 
4 а=(0,Ь=1,с=2,Щ ЕН ЕК -1.BTEÀ 
Жї =(а-$)(Ь-с)(сє-а}(а+ф+с). 
30 


同 理 Ер (а- b)(b- c)(c - a). 
所 以 д, = a+ b +e. 


_7 1 5 _21+13+5_ 
原 式 =13+3 了 + 区 = 39 


Gate eats lus) 
ate po De Dabo 


-(a casi) ael) 


аатта . © 
а= 10, 由 二 得 
GIG ed Ge de Gt d 
(d Had» Hrs i (d$ 4 
" 1 
0273 4 
+1 
441 +1 
2 
= 22]. 
一 .选择 是 
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1. 若 分 式 -各 的 什 是 负数 , 则 x 的 取 值 范围 是 。 (  ). 








xz (В)х<4 
(С)л 1 (D)x > -2 
2.8 8 < - 1,90 ( ). 
(Ajag -i (В)-1<а<0 
(C)O<a<1 (D)a»1 
6x? +124 +10 a 
3. 分 式 一 一 БИРЕ 的 最 小 值 是 ( ). 
(A)3 (B)4 (C)6 (DAAE 
4.4 ae be cl, 61—610 COD 
( A) iF 357 (B) fn Zr (C0 (D ЕЕ 
二 ,填空 是 


2n 
x l + 区- 后 ,得 


w+l ol 


6.26. (o Sy 20+ y] + (а 22b + 可) 后 ,得 











7. 化 简 (1- e) C ат) 


asl 








一 一 后 ,得 


"T —— 
) 32, 3 -® 


ERI ӨӨӨ 


8.24 а= 1,5 =2 时， 
三 .解答 题 

x? 7 
9. 计算 : 一 一 一 一 了 一 一 一 š 


(x+ DG? т) +1) Шр 


10. k f: (x + LO (а + — - L— + 


X 
]- x-— 
x 
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Ш.Е r,i 


ыл 


ax- l b St 
xx +x | "rtm x ^n 


FH ЕНАУКА Е ЈА, a,b,c, m,n 为 常数 , 试 求 a+8 








Ы 


+ c ЇВ. 
12.3 
фе _ ,‚_ era _  — eb L 
(a-8Mb-c)" (b-c)bh-a) (c—-a)c-b) a-b” 
2 2 
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第 六 讲 ”可 化 为 一 次 万 程 (组 ) 
的 分 式 万 程 


A] лы WN Lok ж E 


1. 分 母 中 会 有 未 知 数 的 方程 称 为 分 式 方程 . 

2. 解 分 式 方程 一 般 经 历 去 分 母 .化 分 式 方程 为 整 式 方程 并 解 这 
个 整 式 方程 . 验 根 等 三 个 步 缀 .但 不 少 方程 的 求解 应 视 方程 的 具体 情 
形 而 作 特殊 处 理 . 如 将 方程 两 边 化 为 分 子 (或 分 母 ) 相 等 的 方式 ,将 问 
串 简 化 为 求解 由 分 母 (或 分 子 ) 相 等 构成 的 新 方程 ,又 如 分 式 分 子 ( 整 
式 ) 的 次 数 不 低 于 分 母 ( 整 式 ) 的 次 数 时 注意 将 分 式 分 拆 为 一 个 整 式 
与 分 式 的 和 ,以便 简 化 计算 . 

3. 分 式 方 程 中 的 各 个 分 式 的 未 知 数 都 有 各 自 的 取 值 范围 ,这 些 
取 值 范围 的 公共 部 分 就 是 分 式 方程 的 未 知 数 允 许 的 取 值 范围 . 只 能 
住 这 个 取 值 范 团 中 求 方 程 的 根 . 

当 分 式 方程 转化 为 整 式 方程 后 ,有 两 种 可 能 情形 : 

() 整 式 方程 的 根 都 在 分 式 方程 的 未 知 数 取 便 范围 内 ,那么 整 式 
方程 的 根 都 是 分 式 方程 的 根 . 

〈 动 整 式 方程 的 根 有 的 不 在 分 式 方 程 的 未 知 数 的 取 值 范围 内 ， 
那么 这 种 根 就 不 是 分 式 方程 的 根 ,而 是 增 根 . 

册 于 产生 增 根 的 原因 是 分 式 方 程 两 边 同 乘 以 最 简 公 分 母 扩 大 了 
未 名 数 取 值 范围 ,因此 ,只 要 把 根 代 人 最 简 公 分 母 ,看 值 是 否 为 零 就 
可 以 了 了. 

4. 应 用 分 式 方 程 (组 ) 解 应 用 题 的 主要 步 双 和 运用 整 式 方程 (组 ) 
类 似 , 仅 仅 多 出 检验 增 要 这 一 步 (但 都 要 检验 是 否 符合 题目 中 包含 的 
实际 意义 ) .要 注意 如 何 用 未 知 数 x 和 已 邯 数 将 问题 相关 的 晶 表 示 
出 来 ,并 善于 使 用 列表 ,画图 等 辅助 手段 分 析 问 题 . 
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例 m m 讲 


gil 解 方程 


x44 2x43 3x:+ 105 
x+] x2 x.43x42 
































E EEEN 
3 1 x-6 
Пт +t aaa 
Вр 3 _ 1 _____х-6___ 
x+1 x42 (xD(x42)' 
去 分 母 ,得 3(x+2)- (xr +1)= x-6. 
БВ х= -11. 经 检验 х= -11 是 原 方 程 的 根 . 
例 2 解 方 程 
2 5 _3 4 
x48 x49 x£l5 x46 
解 ” 原 方程 可 变 为 
2 3 4 5 
x8 х+15 x46 x49 
Hii ___б—х  . férzx — T 
(х+В8)(х+15) (х+б)(х+9)` 
车 6-x=0, 则 x=56 


# 6 х >= 0, ШЕ (iS 


_— Í 2521 Н 
(x+8)(x+15) (x +6)(x +9)' 


进而 得 x? +15х + 54= x? + 23x + 120, 
有 8x = —66. 
‚ 33 
所 以 x 一 A4" 
经 检验 ,x =6,xz = - TRE O E НИН. 
例 3 解 方 程 组 
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10 2 Y 11 L 




















x +y 3 2' 
15 x-Y. 5 
x + y 2 ` 
解 Wo т, у = ma, 原 方程 组 可 变 为 
п 34 
IQm+ y =, 
15т--у = -2， 
m MN ; 
š 30m- n= -4 
解 得 т= .п= 19. 于 是 ,有 
l _ 1 
rty 2? 
ЩТ х+у=2 
ч x-yz19 
x-10l, 
H(D Om ) 
--85. 
例 4 解 方程 组 
l 1 8 
хъу x-y 15 
1 _ 1 34 
y x+y 3 
E Qx3- Q х2, 00,18 
2 + 3 - 2 20, 
xty х-у Уу 
去 分 母 ,得 


5{х-у)у+3(х + уўу-2(х+у)(х-у)=0, 


ЁШ x(4y - x) =0. 
36 


€ Б 


当 =0 时 ,名 式 不 成 立 , 所 以 x =4y, 代 入 回 得 
1 4 


Tj 1 4 
y Ay 5 


解 得 y = 1. 进 而 有 х = 4. 











=4 

经 检验 | ”是 原 方程 组 的 解 

例 5 解 方程 组 
1 1 1 
x yz: 2? 
1, 1 1 
y zx 3' 
1, 1 
z x+y 4 

解 ” 原 方程 组 可 变 为 
xtytz 1 
x(y+) 2" 
xtytz l 
y(z-x) 3' 
xtytz 1 
z(x y) 4^ 

令 大 =x+y+x 并 取 倒 数 ,上 述 方程 组 可 变 为 
ху + xz = 2k, 
yz + ух = 3k, 
zx + zy = 4Ё. 


D., ФАНД 
хү + у +w =k. 


GA ж 0), О, O 


e G6 © 
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К 
II 

wiw әл 一 
тч 


D: OF "LET 
y 
- Фу Xx d 
Q- 9 = 
ETEA xiyiz=3:5:15 
X xtytz-k, 


y >24 „_ЭК 201055 qu ey 
所 以 3 了 3 эз RAOR 


3k Sk. _ k 

(3203 2 

м, 2Ў wwe. 2,23, 
WEE k= 30 .进而 得 x= 放 ,Y= 窑 ,z= 仓 ， 


经 检验 ,x = = © = S ROBAR. 
例 6 АТАЕВ, POLIT }ЕЖ ЖЕ 2.1 2 倍 . 先 
用 申 机 打 完 全 部 麦子 的 地 ,然后 用 乙 机 继续 打 完 ,所 和 需 时 间 比 同时 用 


两 台 打 麦 机 打 完 全 部 麦子 所 需 时 间 多 4 天 . 回 分 别 用 一 台 打 麦 机 打 
完 所 有 的 麦子 各 需要 多 少 天 ? 

解 ” 设 全 部 工作 重 为 1, 乙 机 的 效率 为 *, 则 甲 机 的 效率 为 2x. 
依 题 设 ,有 





a lw [ea 


B 14, 
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解 得 x= 巧 ,经 检验 x = ;5 是 原 方程 的 根 ， 


因 乙 机 的 工作 效率 为 j5, 故 乙 机 单独 打 完 全 部 麦子 需要 12 天 ， 
甲 机 的 工作 效率 是 乙 机 的 2 倍 , 故 甲 机 单独 打 完 全 部 麦子 需要 6 Ж. 

例 7 总 站 每 隔 一 定时 间 发 车 一 次 ,有 人 在 街 上 以 固定 速度 行 
走 , 发 现 从 背后 每 踊 6 分 钟 开 过 来 一 辆 汽车 ,而 迎面 每 坑 4 L4 808 
…- 辆 汽车 驶 来. 问 总 站 每 随 多 少时 间 发 一 辆 车 ? 

分 析 设 总 站 每 隔 x 分 钟 发 一 辆 车 ,如 图 6 一 1， 


汽车 EN 
е LL. 
А В C 
E 6-1 


# AGE 4 处 正好 有 -- 辆 车 开 过 ,对 于 A 处 而 言 必 须 再 等 x 分 钟 
后 才 及 有 一 辆 车 从 背后 开 来 ,但 x 分 钟 后 ,人 已 走 到 B 处 ,此 时 后 一 
辆 车 已 到 4 处 , 它 与 人 一 上 起 向 前 行走 ,并 在 C 处 追 上 大 . 依 题 设 知 人 
E ASICAET 65198, ША B SI C 则 花 了 (6- x} 分 钟 ,这 与 汽车 从 
A $i] C 花 的 时 间 相 等 ,于 是 

汽车 的 速度 6 Ф 
人 的 速度 76-х 

另 一 方面 ,如 图 6- 2,25 AE D 人 外 时 迎面 有 一 辆 车 开 过 , 设 再 这 
x TATENA D 的 后 一 辆 车 正在 下 外 , 则 DF 这 段 路 程 汽车 需 走 % 
分 钟 . 当 人 继续 前 进 时 ,汽车 也 从 下 与 人 相间 而 行 . 依 题 设 , 人 走 


ТАТАВ ЕДУТ НЕ. 因为 车 从 FID EE x 分 钟 相通 
时 已 用 4 地 分 钟 , 所 以 车 从 E SED RATO -4 亏 ) 分 钟 .于 是 ， 





汽车 的 速度 “了 © 
人 的 速度 ~ 0,2 
7 
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ú . 
D E F 
Hl6-2 
s 47 
由 四,@ 得 -一 全 
-x 
x -4 了 


解 之 ,得 x=5. 经 检验 x=5 是 原 方程 的 根 . 
eX CREER 5 分 钟 发 一 辆 车 . 
例 8 用 大 小 两 种 箱子 装 720 件 产品 . 如 果 产 品 的 一 半 用 大 箱 


装 , 一 半 用 小 箱 装 ,那么 要 用 75 只 箱子 ;如 果 产 品 的 子 用 大 箱 装 ,其 
余 用 小 箱 装 ,那么 可 以 少 用 5 只 箱子 ;如 果 产 品 的 二 用 大 箱 装 , 其 余 


用 小 箱 ,那么 要 用 多 少 只 箱子 ? 
Ж БЕЛЛА m х 件 ,每 只 小 箱 能 装 产品 у ЇР. 依 题 








AH 
720 720 
ox Toy = I» 
20x2 720 . 
3x f 3y = 75 5 
化 简 得 24 24 s 
x y 
r} 
48 м , (2 
x y 
-D A2 


解 得 x =12. х= 12 RADH y=8. 


经 检验 | T "йаш. VERUS ВНЕ, RARR 
21205004), 


1 产品 用 小 箱 装 , 需 小 籍 数 为 


t x 720 = 1569), 

@ 9 EAP ZAZA, Е PP ТЕШЕ T8] ЖЕ Z .两 两 
大 合作 做 这 件 工作 所 用 时 间 的 a 倍 , 乙 单独 做 这 件 工作 所 用 的 时 间 
是 甲 \ 丙 两 人 会 作 做 这 件 工 作 所 用 时 间 的 》 傍 ,四 关 1. 求 两 单独 工 
TE Br FH АУЕ [E] Н . 乙 两 人 合作 禾 这 件 工 作 所 需 时 间 的 几 伴 . 

解 一 ” 设 甲 . 乙 , 丙 独立 完成 这 忻 工 作 分别 需 要 x,y,z 天 , 则 


用 、 乙 、 丙 单独 全 一 天 分 别 完成 这 件 工作 的 、, T , 乙 \ 两 合作 做 这 
件 工作 所 用 的 时 间 应 是 一 全 天, 甲 \ 丙 合作 做 这 件 工作 所 用 的 时 














L | 
гп 
y Z 
间 应 是 一 -二 天 ,甲乙 合作 做 这 件 工作 所 用 的 时 间 应 是 了 二 二 天 . 
x xy 
依 题 设 ,有 
-— а 1 
ет 1” 
1,1 
y zi 
1 
у= бт с 
一 十 
Х 2 
Bp &.l,l " 
x y 2 
b 1 ] 
mU +. 
y x z 


注意 到 abl, HiQ), G) nf $ 
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1 jb+1 1 
x ай-1 z 
t a+l l1 
yo -] x" 
进而 得 
1,1 22532,1 
x v a-l z’ 
с а+ё&+2 1 
ii T^ gb-l1 1 1 


х у 
故 丙 单独 完成 这 件 工 作 所 用 的 时 间 是 甲乙 合 做 这 件 工作 所 用 时 间 


ку + bts 

ab-1i U: 

RIZ RARI NA ТЕРТ RISE ЇН E Hi Z EMG #F 
工作 所 用 人 时间 的 ¢< 售 ,甲乙 ,再 独 立 完成 这 件 工作 分 别 需 要 x,y,z 


天 AES ,18 





X — а 





`) 1' 
1,1 
Y z 
1 
у=ббеүссү, 
1,1 
z x 
_ 1 
z= б ] 1 . 
1 i 
х у 
l l_a 
+ =, 
y z x 
l,l & 
4 ¿ty y 
1 1 c 
l ll 
x Y z 
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l l l a+] 
x Y Z x 
m 1,1,1.540 
X y ¿Z y 
J l 1 c+] 
—+—+—= . 
х y z z 
; 1 1 1 a+l +l ec+li 
所 以 x Ту z X у ` р 
ACtl. IL- k l1 k 1l. k 
*oa =k M a+] y b-l'z cl’ 
k + k + k -k 
a+] bel esl ° 
有 l A; i 











解 得 = 人 二 “十 “, 即 为 所 求 ， 





— JA zB 

І.Ч me 时 ,关于 x 的 方程 aa 二 дирт. 

L arb MET dS 0 0-2. PE 

ERF x 的 方程 -一 + lb kolga M 
值 等 于 

| 1 

4 方程 5 [+ (z+ D(x 12) * U t (x 4 1998) (x + 1999) ^ 
1+ 一 的 解 是 OOO 

— 解答 是 

5. 解 分 式 方程 
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6. 解 下 列 分 去 方程 : 
2 4 5 
1 一 一 三 一 一 + 一 一 一 =, 
(arr3t оа 3 wl 
(235 +797 + x +30 _ 2x + 11” + 36x +45 
x^-5x-13 2x? +7х + 20 | 
7. 解 方程 组 : 
(1)— = 一 一 一 一 = 
ytz x+z+] х+у-1 


LEY + x 5 
xty-l ^7 








—Xtyti 


ш +2x _ 
QM + 7 +2 


(у+1)64+2)_„ 


y+z+3 


8. А,В WH HER 120 РЖ. HH . 乙 两 地 骑 车 从 ABR EPEAZ 
退出 发 1 小 时 , 则 乙 比 息 要 迟到 2 小 时 3 分钟 .已 知 甲 、. 乙 两 人 的 速 
度 之 比 是 3;2, 求 甲乙 两 人 的 速度 ， 

9. 一 癌 电子 收报 机 , 它 的 译 电 效率 相当 于 人 工人 译 电 效率 的 75 
倍 , 译 电 3000 个 字 比 人 工 译 电 省 用 2 小 时 28 37. E aX S RC 5j 
人 人 工 每 分 钟 各 译 电 和 多少 字 ? 

10. НАА А,В 两 地 同时 出 发 ,相向 而 行 , 相 寺 后 立 
即 返 回 原 地 ,各 用 和 8 分 钟 ;车 乙 比 甲 提前 10 分 钟 出 发 , 则 甲 走 20 分 
PHAZER. PA 4 到 8B, 乙 由 ВА, ERA РӘ}? 


第 七 讲 ”条 件 等 式 下 的 分 式 运 算 


知 识 点 和 JJ 法 述 s U 


1. 如 果 a,b,c,d 四 个 数 满足 = z , 则 称 这 四 个 数 成 比例 . 
(1) 比 例 的 基本 性 质 :如 果 卫 = 地 ,那么 od = К. 
(2) 合 比 性 质 : mE =-©,5 2, 9 








4? Ь d 

(3) 88: REIR Е S S oe = TL B b+ deii + n0, REA 
atbt +m a 
b+d+- n b^ 

证 明 === 2-Е, а= В, тел, 


Get m2 k(be dc n) 
[brdsccengO0, i 


"preci Le 
b + d + -' b 


2. 本 讲 中 关于 含 条 件 等 式 的 分 式 运算 着 重 以 下 两 个 方面 ; 

(1) 含 条 件 等 式 的 分 式 的 求 值 . 一般 地 ,分 式 求 值 采取 先 化 简 至 
求 值 的 步 台 .对 于 含 条 件 等 式 的 分 式 求 值 问题 ,除了 考虑 对 欲求 值 的 
分 式 进行 化 简 外 , 费 注 意 对 条 件 等 式 进行 观察 ,分 析 , 作 适当 变形 ,将 
条 件 等 式 和 欲求 值 的 分 式 加 以 综合 分 析 , 尤 其 是 对 较 复 杂 的 条 件 等 
式 更 机 根据 问题 需要 加 以 转化 ,再 以 适当 的 方式 参与 到 分 式 求 值 过 
EFA. 

(2) 含 条 件 等 式 的 分 式 恒等式 的 证 明 .一 般 地 ,和 欲 证 4 = B ДЖ 
困 以 下 方式 :化 繁 为 简 , 从 AE B(4); 作 差 ( 比 ), 证 4 - B = 0 8 


各 =1; 左 右 归 一 ,由 А= 0,B=C, 推 出 4=8. 
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对 于 含 条 件 恒等式 的 证 明 ,其 基本 方法 仍 如 上 所 述 , 但 关 健 在 于 
用 好 条 件 . 注意 根据 笛 要 对 条 件 等 式 作 出 变形 ,充分 揭示 其 隐蔽 的 各 
种 性 质 , 以 便 在 适当 的 时 机 介入 恒等式 的 证 明 , 充 分 发 挥 其 条 件 作 
Hi. 


p) E в Ui 


pli gll. greg. 
解 一 "n 可 得 х- у= -2xy, RARA, A 


原 式 = 2(x-y)*3xy _ -4лу+3хү_ xy dl 
US (х-у)-2ху = 2 Zay day 4: 
解 二 将 分 子 . 分 秤 辐 际 以 wy ,得 


2 2 l 1 
ga Ta 2) 
“o 1,1 1 © -2-2 4 
-2-+ (4--4)-2 
v РР X 


注 解 二 中 ,利用 分 式 的 基本 性 质 ,将 欲求 值 的 分 式 变形 ,为 条 
iulia asa 一 条 捷径 . 


例 2 ея = = a( a 350), a= ly 求 一 和 一 ТЇН. 


21 x+1 Sd 


分 析 显然 «40, ЧЕ КЫЕН CRUS TITRE, 
可 将 其 变 为 


而 窝 求 值 的 分 式 取 倒数 ,得 
am tirls), @) 


ERO Q ATE 
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ERRADH 














4 2 _ 
x +g +l (1=ауо_|_1 2а 

x a 

Bl ase „ВТШ 
х? а? 
xttl d-2a^ 
2 
24 +3у +62. 
例 3 已 知 4 35-6220, х +2у - 2 ORO 3Y +6 


x° + 5+7 
值 . 
分 析 一 ”对 于 x,Y,z,; 由 二 个 条 件 等 式 不 能 直接 求 得 x,y,z 的 
ЇЕ. 2-0, 0] 4х –- Зу = 0, х + 2у= 0, 119% х = y =0. 此 时 欲求 值 的 
分 式 无 意义 , 故 z 郑 0, 条件 等 式 可 变 为 


4.03.1 = 6, 
а z 





£ +2. T ol]. 
而 欲求 值 的 分 式 可 变 为 

222 +32 +62 _ 2. 020 +3: (2) +6 
xay +720 (Ey. CITY +7 


由 由 ,四 可 解 得 
EN 
z -— * 
一 =2. 
z 


2x3 243x246 
原 式 = ?+5х2 +7 — 


分 析 二 ”由 二 个 条 件 等 式 可 直接 求 得 x = За, у = 24,41 АА 
式 , 有 


КАФ: 
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_2-(3:)2 03.022): 66.22 _ 
BU = (32)2+5-(22)2+ 722 l. 


‚ _ 4а ьх+2а xt2b 
Ма DX aub, х= E RZEZ ‚5 +23 ay, 


— - — Q5. 
ui 原 式 =2+4( A x- 38) 


2244 E Ја с4а 


(x 2a)(x -2b)' 











44} 
S х= Р], 
(а + в); 285 _4аЬ 
RA =2+4 ү ax - 2b) 
-2. 

解 二 显然 az 关 0, 依 题 设 ,有 
x __2Ь 
2a а+ь` 


根据 合 分 比 性 质 , 得 
xrt2a _ 35 +a 
x-2a b-a’ 


r*2b За+ б 


Pig x-2b a-b` 
QD + O8 


x*2o x*2b 35*a 3a*b 2b-2a , 
x-2a x-2b b-a a-b b-a ^" 


ik 例 4 的 解 一 中 ,根据 所 要 求 值 的 分 式 特点 ,分 拆 成 整 式 与 分 
不 和 ,起 到 简化 计算 作用 .而 所 要 求 值 的 分 式 结构 使 人 联想 到 侣 分 比 
性 质 , 进 而 着 手 对 条 件 等 式 进行 "改头换面", 这样 也 就 有 了 解 二 的 思 
E. 

+ b — — b + — а + 
(s e i c 8 i c =a Ó tc 求 
(a+b)(b+e)(e+ a) 
abe 
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的 值 . 
解 一 (DË a+ b+c PESEE, A 


atb-c_a-b+c_ -a+b+ce 

€ и b B a 
_(а+Ь—-с)+(а-Ь+с)+(-а+Ь+с) 
Е гс+ф+а 
_а+Ьь+с 
Се+ф+а 


EHIS аъЬ- с=с,а-+е= 0, -о+ь+с= а, а+Ь = 2с, 
а+с=2,6+с= 20, FE 


(ot 510+ с + а ) _ 2c*2a*26b -8 
abe . 


С) а+Ь+с=0 ^ 
— eere) 2 — eC b) _ 


N— + 
a*rb-c a-brc -o*bte р 
€ u b _ а | 
| a+b=(k+i)ce, D 
а+с=(Е+1)Ь, (2) 
р+е= (Е +1) а. D 
(«Oft 
2(a- be ec) = (Е +1) (аж boc), 
即 (a+b+e)(k-1)= 
EUR ЕЕ 1 a+ b+ c=0. 
(D4 k-1HBf, 


(a+b)(b+ce)(e+ a) 2e+2a:25 8 
абс с ак 77 


(П) Ч a+ b+ c=0 H, nISE— . 
ж 《1) 当 出 现 等 比 形式 时 ,如 例 5 解 二 直 进 参数 天 是 常 采用 的 
49 





TE. 
(2) 运 用 等 比 性 质 时 ,要 注意 连 比 分 母 的 和 为 零 的 情形 须 另行 考 


m. 

йо 已 知 

(y-z 2 +(z-xY+(xz- у) = (ужс -20) + (z+ 22у) + 
(x +y - 22), (1) 


e Ст + Cu + Dixy + 1) 
Жө тубу e DG + уН. 
E Gazau-wbzy-z,c-i-xBIMB 
a. asgz(a-eYy-(a-bYs(b-cY, 


化 简 得 а? + 62 + с? - 2ah - 2с - 2ca = 0. D 

X. atbtcz(x-y) k(y- x) + (z- x) 20, 

有 (at brc) =a +b +e +2ab +2bc+2cg=0. @ 
(D+ 如 得 a + b2 + с? = 0. 


所 以 a25-2c-0,Bli 
х-у=у—=:-х%=0, 
本 得 х= y = z. TE: 
бк Л) у +D( +1) _ 
RAs уту DG) ‚1. 
例 7 若 aie=1, 求 


— æ _ Q8... € 
аб+а+1'б+Ь+1 ca+te+l 











的 值 . 

解 一 因 abc=1, 故 a,b,c 均 不 为 零 , 有 
— ú  , . db ^, 9 _ 

原 式 = aacl'a ra va besar d 
с ,四 d 
Саф+а+1 ab*a*l1 ah+a+l 
_atab+l 
С аф+а+1 
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R H abeli asp RARR, E 


1 
te фе 
ЖА = үр В 
Св c 
1 b L be 
+} l+b+be 











a 
+ 
г 
+ 
a 
cr 








Bis A n BRR, Bl.l l. ,求证 : i+ 


= 
d 1 ___. alt 
pai ei arti g ра р indo 


证 明 由 条 件 等 式 得 


(ae bee) e 
去 分 母 ,得 (a b+ c)(ab+ be + ca) — abc = 0. (D 
"la-z-bBEQGEXDET 
(а+ 5+ е) Га+с(а+ b)] - abez c'ab- abe = 0, 
RANAC + b). RENE, X NUR AA BRA b+ esce a. H 
(abo c)(ab bc + ca) - abe  k(a + b)(b+ c)(e a). 
比较 两 边 a'b 的 系数 知 天 = 1, 所 以 中 可 变 为 
(а+ЬУ(Ъ+еє)(с+а) —0. 
Hla-z-bh5b2-c.Rc--a. 
Mac -b ML ЯШЕ КИБӘ ҖИ. SARRE. E b= - с 
或 c = — а 时 等 式 也 成 立 . 
例 9 эу = u1— =s GRE: 
-y v —zx z — xy 
pe tt 
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证 明 dI—-—.1--—4.7— = А, Щр = klt- yz),q = k 
x° — yz а z — ҳу 


(y2- m),r= k(Z — xy). F 
Dx + gy + rz = k( x° - yz)x + (у? ~ m)y+ Е(2? ~ ху)2 
= (жї +y + z Злу), 
(х+у+г)(р+фу+г)=(х+у+}[Ё(х ус) + k(y2 — zx) + 
k Cz - xy)] 









= k(x + y + z)(x° ey + z? — zy — yz — zx ) 

= klx? + узя 2 — 3xyz) 
Pr A рх+ду+т=(х+у+ )\(р+ф+т), 

— HRA 

LI 08 ( ). 

(A)12 ( B)9 (С (D)3 

1 a b 

2# ab = 1, B M= ту Уту рр Д MUN BI 
大 小 关系 是 ( ). 

(A)M»N (В)М= М  (C)M«N {DD) 不 能 确定 

ME aces е0 gc атату 
—1 ИН ( ). 

(ANEA (вй (OF (DA REHE 

4. 其 02... 29 00 217 021-0 _ ( ). 


аз аюу G| ар + G> + *"" + gg 
(A) (B)0 A (O0 (р)0 91 
45921937 04 .. Gj* 03+ 04  Gj* d; * G4 8+0 +s 


-二 


@| ay (3 4 
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КУЙ К 的 值 为 ). 
(A)3 œ) (С)-1 (D)3 或 -1 

















二 填空 题 
x Y i mom 
T3 38 4 mo 
ab _ 1 æ _] «ca _ 1 Z abe 
BUR g a acera Аро ра RAE 
9. 若 四 zx0,- «Live tb jas b= 


Tea I-b l+a+bjb' 
三 .解答 题 
JO. E Hl x + y + z = 3, M] x, y, zz 不 全 相等 , 求 


(х= 1) (у 1) + бу DG-D*(z-Dix- Dues 


(x 1)2+ (у= 02+ (2-1) 


11. ВЯ abe = 0, Н а?+?+с®=1,а(- m +00252) же 


( 工 + 工 ;= sack ак bec ИЯ. 











a b 
Y _ 4 
I2. G5 а, b с.х BAAR. Н "EP" “a-c a-2b4«' 
ur b £ 
BB.—— 2 2-9. = 一 一 
ШВ: урт y — 2 MEAM 
2 2 
13. ЕЯ a + b+ cS 0,5R — ,— 一 一 的 值 . 


2a ilk tok ra 2c) ар 
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第 八 讲 ” 实 数 和 二 次 根 式 (一 ) 


1. 如 果 一 个 数 的 平方 等 于 a, XX LE. а 的 平方 根 , 即 х2 = 
а, х а 的 平方 根 . 一 般 地 ,如 果 一 个 数 的 n 次 方 (n 为 大 于 1 的 
整数 ) 等 于 a ,这 个 数 就 叫做 a 的 a 次 方 根 , 即 x*=a, 则 x 是 a 的 n 
Ж.Ж a 的 次 方 根 的 运算 ,叫做 把 a JF n 次 方 ,a ПОРУ 
Ж, n ПОВЕ. Т л RKAS n IK sues. 

2. (1) 正 数 的 侦 次 方 根 有 两 个 ,它们 互 为 相反 数 ; 正 数 的 奇 次 方 
根 是 一 个 正 数 ,负数 的 奇 次 方 根 是 一 个 负数 ,0 的 п KARE O. 

(2) 如 果 a »0, n БЕЯ, АЈ -a= -Ja. 

(3) 正 数 ç 的 正 的 n KARN Йа 的 n ТКЖ ЖЕ, л 次 方 根 
ШШ НУ n KARIR. 

3. (1 有 有理数 和 无 理 数 统称 为 实数 ,实数 可 分 为 正 实 数 、 零 . 负 实 
Ж.Ш НИ ГТ: 

一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
d uti JL SUE 
{可 化 为 上 眼 小 数 或 无 限 循环 小 数 ) CAAS MEBER 
一 一 一 一 一 一 一 一 д x [x 
"m 分 数 (IM A28 34 7] RC) 


Е 0 REA 正 分 数 负 分 数 

(rE ВЕУ 

为 零 的 小 数 ) 

2) 有理数 扩大 到 实数 以 后 ,在 有 理 数 范围 内 定义 的 一 些 概 念 
(如 :倒数 , 互 为 相反 数 , 纵 对 值 等 ;在 实数 范围 内 仍然 适用 .在 实数 范 
国内 ,加 ,. 减 , 乘 . 除 、 乘 方 五 种 运算 的 结果 仍 为 实数 (除数 不 能 为 零 ). 
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正 实数 和 零 总 能 进行 开 方 运算 , 负 实 数 只 能 开 奇 次 方 ,不 能 开 偶 次 
方 ,有 理 数 范围 内 的 运算 律 和 运算 顺序 在 实数 范围 内 仍然 相同 ， 

(3) 数 扩充 到 实数 范围 后 ,实数 和 数 轴 上 的 点 是 一 一 对 应 的 .两 
个 实数 可 以 比较 大 小 ,在 数 轴 上 越 往 右边 的 数 越 大 . 

4. (]) 式 子 /afezO0) 叫 做 二 次 根 式 . 

| a(az0), 
GM тат my 
(i) ab 2 a b(az0,b 20). 


сш), n "i29 ,5 20). 


(з) — DU sede UE. РАКИЕВ LUCR: 

(LT 27 CES АНС, PSI; 

6ii) 钙 开 方 数 中 不 含 能 开 得 尽 方 的 因数 或 因 去 

作成 最 简 二 次 根 式 后 ,被 开 方 数 相同 的 二 次 根 式 ,叫做 同类 二 次 
根 式 ， БРОЗА аа A RE ARR, 仅仅 合并 系数 ， 
和 而 被 开 方 数 不 变 ， 


BI N жй | 


例 1 已 知 一 个 分 数 的 分 子 与 分 母 之 和 为 37, 这 个 分 数 的 算术 
平方 根 为 0.92( 精 确 到 0.01) , 求 该 分 数 ， 
解 ” 设 这 个 分 数 的 分 子 为 &, 分 母 为 5., 依 题 设 ,有 а+Ь=37, 


0.915<\/ È «0. 925, (D 


0. 837« < 0. 856, 


且 


于 是 ,有 
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了 7 —% 





可 得 0. 837 x: 5 < 0.856. 
37 37 

进而 ,有 1.836 < <1.837° 

故 19.9 < b =20.2. 


所 以 ,5=20,a = 17. 于 是 全 = ы. ERE O RIS POR AFE. 


例 2 已 知 /2 .3 为 无 理 数 ,求证 :3Y2 +2V3 是 无 理 数 . 


证 明 假设 3y2+243 为 有 理 数 ,注意 到 


(3424 243) -(342 -243) = (342)! - (243)* =18-12=56, 


又 是 有 理 数 .根据 有 理 数 对 加 , 减 , 乘 、 除 运算 封 财 , 故 





6 
342 – 25-7 5.24 
Ш FIR. 
B 342 4243-2 p, 
342-2432, 
(р.а JEHO. Bi. omms 
B- руд, 
(3= 21. 


由 国 , 国 知 /2,Y3 均 为 有 再 数 ,这 与 V2,Y3 为 无 理 数 相 了 矛盾. 因此 ,3vY2 


+ 243 为 无 理 数 . 


注 “无理 数 的 定义 是 无 限 不 循环 小 数 , 即 指 实数 中 不 是 有 理 数 
的 数 . 可 见 ,无理 数 的 定义 是 以 否定 方式 出 现 .一 般 地 无 理 数 难以 表 


m, TARRAT RR Cp ‚ 4 都 是 整数 ). 因 此 ,证 明 有 关 无 理 数 
问题 常用 反 证 法 . 如 证 明 /2 是 无 理 数 .可 设 /2 = " 〔 既 约 分 数 ) , Д2 p 
= 4,2р = q1, 8E 21g. 进而 , 设 g=2m(m 为 正 整数 ) ,可 得 рг = 2т2, 


ХЖ 21р, FATE. 
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D 
@ 


8J3 izr, y JARAM, R. 


А 
Gp DG = By- 2.235- 2973 _ = 0. (1) 
试 求 x+ y КИВ. 
B dona 
(Ж Y 2.25) + (E - 5 - 53 0. @) 


3 4 
E х,у NEHME -2.25 S5 -七 Pa 
a 


A Y. _ 
3*4 2.25 = б, (3 
x y 2 
2712710 ^9 Ф 


否则 ,全 或 由 不 成 立 ,将 导致 /3 为 有 理 数 ,矛盾 . 
HO, Ф8-3-35 ,у =4 二 .于 是 
rry=3 +40574. 
例 4 已 知 9+1v13 与 9- 13 的 小 数 部 分 分 别 是 a 和 2 ,Ж ab 
-4a +3b +8 HJE. 
解 困 3<v]13<4+4, 故 12<9+v13<13, 于 是 
а=(9+у/13)-12=/ 13-3. 
X 5«9-4 1]3<6,н[|] 
Ь= (9-13) -5z4- / 13. 
所 以 ар Ав -35 48 
-(at3(h-4)-20 
= 13:C- 13) + 20 
= 了 . 
例 5 ER ay WERT 5-2. H euo OUR 的 值 
x+ 
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10. 一 3 
X 





3 -É 
x 


HOTZ = 2. FE 





— Is R. Y ру З. 
Vx -8y Па 87 _ Ë S. 15-78*4 3.5 
vx Sy Азу | Ж 12. 


— ————— л. 
— 


VSxady V Sr+4y ab 54a d аду 3 
^ x А 4 


Hlé ЕЖо>0,5>0. Н. 
Ма( Ха +2) =#Ь(/ а +б b), OD 
2а + aà?b — 128a? — 6452 + bt 


* а? + 2a? b – 6Aab? – 128? + 2% 
的 值 . 
E HD 
(Vaaa b- 6(4 b y 20, 
Bp (Га c 34 5)6/a-24 b) 20. D 


К a»0,b»0,lt/ a +37 50. ERI / a -27b -0,B[ a? 
= 64°. T E. 
原 式 = 2a(a? ~ 6402) + bfa? – 6412) + M bj 1 


ala — 6462) + 2b(at 6453) +20 255 27 
8i 7 已 知 /< = 站, 且 
Zx+a-/ x—a+2= -2， (D 
Ж a 的 取 值 范围 ， 
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| (1- aX a) „_ /[(a-3Y a 一 (е3 -a 
“х-а+2= -а+д= 2-а 2- 
$ 
ERARE 
11-0] 3-a - 
2 + 2 "> 
R| l1-al-2 -(1+a). 


B1 asas -1 B AARRE E E. 
fis 1 1957 = 1996у? = 1997 , xyz 2 0, R. 


Z 19952 + 199521 1972 = J 1995 +47 1964 1907, (D 
试 求 十 + 二 + 二 的 值 . 
x v 2 
ЖЕ 1 1995 х = 1996; = 19972? = k. A ху > 0, k0, € 1995 


= 5,19965 5,1975 | 和 ,代入 四 可 得 


УА 


үү 
Bil ала) (2) 
由 加 可 得 


进而 ,得 


+ 一 + 一 = 一 二 
X y z x y z 
ЖАУ x > 0, у> 0, > 0, 8c OS 
(lub typi], 
x z 


进而 ,有 
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例 9 设 正 有 理 数 a 是 /3 的 一 个 近似 值 , os = 1+ T: 
C1) 求证 :y3 介 于 a fla? 之 间 , 且 a; Е а, 更 接近 y3. 
(2) 写 出 比 a, 更 接近 于 /3 的 另 一 个 为 有 理 数 的 近似 值 . 
解 (0.3-а, 5-0 

| Q3- Da, +13 -3 


a +1 
_ G3- ai - 3) 
7 а +1 
43-1 
E а1 a «103- aD 
注意 到 а >0, 于 是 
(/3- atfw3- аз) = -B-a a1) «0. 


&/3 — d] Бүз 一 üa 异 号 , 即 /3 介 于 (t| 与 а> 之 间 . 


T h3-al , 43-1, 43-1 
I4 3 — а; | аз +1 a +I 


所 以 М3 – gl < 43 – all. 
这 表明 a, H; a, вш 

(2) a4 214 - PESILLIOLE: as EWE a» 更 接近 3 的 一 个 
为 有 理 数 的 近似 值 。 


练 习 JA 


”一 ,选择 题 
1. 下列 5 个 数 ;3, 16, — f n ,0. 333,45 — 1, 其 中 无 理 数 的 个 数 


为 ( ). 
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< 1. 


(А1 (B2 (O03 (DD) 多 于 3 


2. 已 知 a >0, 化 简 v - a8; 后 的 结果 是 ( ). 
(Aby — ab (B)- b – ab 

(C) - b ab (D)l b ab 

3. 下 列 命 题 : 

(1) 两 个 元 理 数 的 和 是 无 理 数 ; 

(2) 两 个 无 理 数 的 积 是 无 理 数 ; 


(3) 一 -个 有 理 数 与 一 个 无 理 数 的 和 是 无 理 数 ; 

(4) 一 个 无 理 数 与 一 个 有 理 数 的 积 是 无 理 数 . 

其 中 真 命题 的 个 数 是 ( ). 
(А)0 (B) (02 (р)з 

4 已 知 o22-45,84, 5-1 Ve 2a gig C ). 


(A) - (14243) (B)-1 (C)2-43 . (D)3 
5.2 a =v 1003 +v 997, b =v 1001 + 4/999, c = 2 y 1000 , Hl 
( ). 


(Aa»b»c (В)а> с> № 
(C)b»a»c (D)ie»b»a 
иш S i 


6.( 242 443 445) 42 4/3 44 5) 2 143 45) 42 +43 +5) IH 
值 等 于 


7. 已 知 0<x<1, 风 |] (x -7 +4 (x + 二 -4 化 简 后 的 结 


8.24 x= Ltv Maha, (4х? – 1997x — 1004) 9?! ri (ép 55 . 


果 是 


о а= ine ‚1440243 (а-у уз, y 的 值 是 


6l 


10. 两 最 简 根 式 ” 72x 一 Yy 与 ?YY4*+y-2 是 同 次 根 式 ,有 旦 у 是 
偶数 , 则 yy 的 值 是 _ 
三 ,解答 题 


П.Е x^ 442v 243, y? +425 =/З( ху), Ж + ВИЕ, 


мМа+1 маж 2, ` 
12. 比较 二 一 > x3 3 的 大 小 . 


13. 设 ;= 817,5, b.e d 是 有 理 数 ,x 是 无 理 数 ,求证 : 
(1) be = ad 时 ,s 是 有 理 数 ; 
(2)34 be ad Hj, s 是 无 理 数 . 


14. 已 知 а, b ЕЗИ Н а zy25, 试 证 明 :y2 必 介 于 > 与 
а + 2b „у 
"EE 
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第 九 讲 ”实数 和 二 次 根 式 (二 ) 


1. 正 数 和 零 统称 非 负 数 . 绝 对 值 ARRET . 偶 次 根 式 及 偶 次 根 
式 的 被 开 方 数 孝 是 非 负 丝 ， 

常用 的 非 负 数 的 土 要 性 质 有 : 

(有 限 个 非 负 数 的 和 ., 积 , 商 { 除 数 不 为 罕 ) 是 非 硕 数 ，; 

(这 看 于 个 非 员 煞 的 和 等 于 零 , 则 每 个 加 数 都 为 零 ; 

САЧЕКА Р, ДЕЗЕ Ве. 

2. 复 合 二 次 根 式 的 常见 形式 为 V a x 2 ,对 它 化 简 的 最 基本 
方法 之 一 是 异 助 完全 平方 公式 (yx x4 y = x + Y z 2 4 xy ,将 at? 
YE5 配 成 (x+Y 关 的 形式 ,为 此 ,只 需 找到 满足 x+y= а, ху = b 的 数 
对 x,Y 即 可 .这 里 实际 车 末 用 了 待定 系数 法 ,也 可 直接 通过 观察 得 
到 . 

HAV Ax 8B 一般 要 先 化 为 Y а +2 b 的 形式 再 化 简 . 更 进 一 
步 ,由 等 式 O 

Jaap- lÀ LAT B „jA DUEB 
可 知 , 要 化 简 Y A vB ,必须 满足 A - B>0, Н 4*~ B 是 一 个 完全 
平方 数 ,省 则 不 能 化 简 . 

3, 把 分 母 中 根 号 化 去 ,叫做 分 母 有 理化 .分 母 有 理化 的 关键 是 选 
择 一 个 适合 的 数 { 式 ) ,用 它 去 乘 分 母 时 ,可 以 使 分 母 不 含 根 号 .一般 
地 ,如 果 两 个 含有 二 次 根 式 的 代数 式 相 乘 的 积 不 台 有 二 次 根 式 ,那么 
我 们 说 这 两 个 代数 式 互 为 有 理化 因 式 .显然 ,分 峡 有 理化 首先 竖 找 出 


分 母 的 有 理化 因 式 . 
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沼 用 的 二 次 根 式 的 互 为 有 理化 因 式 有 a 与 /a (a 二 0) avb 
a -/ b ,更 一 般 地 如 mya + n Jb mda- пч. 


ВІ z T H | 


ЙІ 已 知 x,y 均 为 有 理 数 , 且 4343 = x + yo 
V 2x с уи. 
解 \/ +373 = V 21 + 12413 = 二 V21+2x6xv 
=/9+2х3х24{3+12 = AV (G +2/3 = 3 443. 
故 z+V 了 = 5 H5. 


因 х,у 为 有 理 数 ,所 以 * = 2 ,у=з. FE 
зу = /2x 卫 -3-0 
例 2 MAE 2y-5-M y -24 / 2y - 5. 
解 一 ” 原 式 = L (2, - 5) 3 y 2y- 5.7 
-\/ 105-5) + 35-54 
=\/ Uy -5) +6 /3y-5+9] 
- dy 3) «2 Ay 541] 
= БУ УЗУ 3+3) -EV (73 28 +1) 
=1;/ЗУ-5+3)---(/Зу-5+1) 
-42. 


解 二 Bv 2y-5=a, W] 220, 8 у= зуба? +5). 


Bote CatS) +2+3а-/ 1a 55) -24 a 
= | аба +9) - 3t а 52а +1) 
m 2 2 


йз iE: 


(IO+Y 14 - 15 - 21 
/£10 V 14 4 V 18 e 21" 


(2) 142243445 45424143 





(1 +/3)(/3 445) ^ QS 1) 013) 
e 2645 47) -4305 +47) 
E ORR Us + PD 8C e 7) 
_ 05 +уү7)(/2 -43) 
({2 43) (5 +{7) 
42 -43 
42443 
_ (d2-43y 
Q2 +43) (42 —43) 
= -(d2-43y 
= -(5-246) 
= 24/6 — 5. 
(2) 原 起 -<CLt+Y3)+C3+45) | (5 eT) + G7 3) 
(1443) 43 445) (/5 44 7)(47 +3) 
I l | | 
35 13 3 4S1 











-365-5)«$43-D«$G-/0d41-/5) 
= 1. 
例 4 计算 
l + 1 + ! 1 
2414-42. 342-243. 443 +344 100 4/99 +99 4/ 100 
E BAPE k 项 进行 分 母 有 理化 ,可 得 











1 _ (&+1)/Е-ЕМЁ+1 
(въ) +k ktl ЖК(Ё+1)%-К(КЕ+1) 
_(k+1Wk- k k+1 1 __1 

ОЕТ) Ук МЕЖІ 
ДИ k=1,2, шич 
i 1 lo... 1 1- l1 
ME ЕЕ ABAS Сла 
_1_ 
лоф, 
] 
-1-19 
9 
= 10: 
{я x= 
5 EM 43 请- 万 于 
6 242: —x* e x 243 2x —+2. 
的 值 . 
Ж H = 30, 
Bil x —43 z42, 
两 边 平方 ,有 
x^ -243x 41-0. (1) 
同 理 , 由 x -v2 =v3 可 得 
x^ -242x - 120. (2) 
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Ej CD , Qon] 48 

AR = х4(х2- 2425-1) + х(х2- 2435 +1) x -42 
= х -2 
-43. 

He 求 不 超过 (v7 +/5) 的 值 的 最 大 整数 ， 

Ж 47.45 = а,{7—45 = b, 


|^ +5=247, 
ab = 2. 
于 是 х?+ у= (x + у)? - 2ау (NTP — 2 х2 = 24. 
进而 ,有 
a y (x? + 2)? 36 ey Y (x2 + у?) = 13536. 
Bil (71 445)8 + (47-45) = 13536. 


X 0«47 -45 « 1, Т 13535 < (47 4 4 5)9 < 13536. 所 求 不 超过 (wy7+ 
45)? 的 最 大 整数 为 13535， 


例 7 已 知 
Мажму a+ z+a- =-у(х+у+а), 山 
求 2x+y+zs 的 值 . 
E HOS 


2yx+2/y-a+2/z+a-3=x+yq+z, 
即 (x -2/x «12e (y-a-2^ y-a*l)*(z*a-3- 
24 z*a-341)z-0. 
故 Gx-iyeQ/y-a-1Y-(/z*a-3-10 0. 
Blx-1)2z9,6G/ v-a-1P? 20, (маена 3 – 1)2 0, Д 
Ма - 120, 
vVy-a-120, 
/z4a-3-1z0. 
Ri х=1,у=а+1,:=4- a. 于 是 
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2x +у+= 2х1+(0+1) + (4-а) =7. 
例 8 HX amzO,bmO.GKIF: 


3 (o D eT ae b) adl tba. Ф 
证 明 D£ 
30D kbl)s dali). Ф 
因 Fatb)- db = (ab -2 a) 
- la 20, o 
a+b+2 - (аж) = (аж pola) s (oe 1 b) 


= (Уа - 3G - 120, @) 
Н, QR. 81130), ZORY. kasa 


‚х+1 &х — 1 x*1/8x-1 _ 
fij 9 求证 、 3 ~n] 3 +} x 一 3 3 =], 
2 





























+1 l ,3a°+1 а? +3 
з 736g *Ә= у 
3 
За +] 2243 За?+1 а2+3 
A = a + g “a+ 8 ^g 4 

= эма? +За + За 1 1 Ca 3а 23a +1 

= 501+) +50(1-а) 

= | 

= 右边 ， 








= nc tll] 


Ë = т> 


ка +Зта(т + n) 
(2 (x+1) Sx l1. 
9 3 


Гбх + 12x? - 8x? 


-2x «V (1-25) 
-2xt4(l-2x)t, 
Rm Ü-(1-2x)t-2x 20, 
也 就 是 uc DU rot. 


R5 120g. "i TE 


MERE 





Po i42xo (1 Y 20 - 3020. 


一 选择 题 

1. 若 实数 xy WR + 2 4x -2y+5=0， КСЕ 
是 ). 

(А)1 (B) -4à ((O3+2/ (0)3-242 


2. 如 果 V а - 5 - 243 (a +b - 242? - 0, RU AER ( +, 

(Al (B)-1 (С)5-246_ (р)2У6—5 

3. СЯ y 2v 114 642 x Жл 的 小 数 部 分 , 则 x2 + 2у 的 值 为 
(С), 


(A); (BR (C9 (D) 
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4. 设 a V 3445 -V3-y5 的 小 数 部 分 ,5 N 64343 — 


V 6-33 的 小 数 部 分 , 则 子 -二 为 C ). 
(AM6 - 42 +1 (B6 +/2—1 
(CW6 42-1 (DW6 44241 
5. UEH а, т.п 满足 
a^-4A42- 4 т- п, 
MRH а, т, п 的 取 值 J. 
(A) 有 一 组 (B) 有 二 组 
(C) 多 于 二 组 (DTE 
二 ,填空 题 
43 +2{23—1 AA 上 一 
6. [3 45 后 化 前 后 的 值 是 | 


Tå f2 Ti. 
LBqio- EENES E _. 


a | 2u-v vs-2u 3 5 2 
- 一 UT ] — 一 
B. u.v IPAE Ada. Дар t > JU u up + 0 








三 ,解答 是 
9. BA = +45,у =? к 


(s Ge y cg) 





的 值 ， 
_ 4 KK 3 952 
10.25 х = /19 - 843 RE бх – 2х + 189 + 23а 


x^ — 8х + 15 


2 
I.E Xx Va- h REN x teh 
Va x+2- V x5 44x 
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/£6.3x1.7x 9.3 - 1:3) 


12. 计算 | 
м (6.341.7)? -Ax5.3x 1.7 


13.0510 a,b,c 满足 a 22b +412, H 


% 
[з 

B 

m 
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BTH ”完全 平 万 数 


1. 如 果 一 个 正 整 数 是 某 一 整数 的 平方 , 则 称 其 为 完全 平方 数 , 简 
称 平方 数 , 零 也 可 称 为 平方 数 ， 
2. 完全 平方 数 的 个 位 数字 只 可 能 是 0,1,4,5,6,9 之 一 ,被 3 际 
的 余数 只 可 能 是 0 或 1, 被 5 除 的 余数 内 可 能 是 0,+1 或 0,1,4. 
3, 著 完全 平方 数 为 偶数 , 则 必 为 4 的 倍数 ; 若 完 全 平方 数 为 奇 
数 , 则 必 被 8 BER I. 
4. 当 且 仅 当 一 个 数 是 完全 平方 数 时 , 它 的 正 约 数 个 数 是 奇数 ， 
ЕЕН 设 a 是 平方 数 ,可 设 
ap 
Я ру, рог, р, 为 素数 . 根据 滋 法 原理 , а 有 奇数 
(28, € 1)(282 c 1) - (28, +1) 
个 正 约 数 . 肥 之 , 设 a 的 正 约 数 个 数 为 奇数 . 设 
a = pl "pe ре, 
a 的 正 约 数 个 数 为 
fart 1) (ао +1) ela, +t), 
WW atl,ay+1, АК, Во, о.о, ВАВ. И a 
为 平方 数 . 


ЛЕ ШИИНИН 


例 1 已 知 p 是 素数 ,2 六 -六 +16 是 平方 数 , 试 求 p. 
解 ” 平方 被 3 除 的 余数 只 能 是 间或 1. 如 果 p 不 能 被 3 整除 , 则 
2p4 一 +16 被 3 除 时 余 2, 不 可 能 为 平方 数 . 如果 可 被 3 整除 , 则 
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XU jp =3., 此 时 
2p -p+16=2x3 32 4 16« 160, 

为 平方 数 . 故 p=3. 

例 2 сима, ВОН 99 位 上 数字 是 5, 问 ;好 能 
不 能 是 平方 数 ? 

Ж Bik 村 是 平方 数 ,分 两 种 情形 : 

(0 M 的 个 位 数字 是 5, 于 是 十 位 数字 只 能 是 2, 百 位 上 数字 应 为 
5, ® А=10а+5(а 为 正 整 数 ), 有 

А? = (10a + 5)? ~ 100a? + 100a + 25 = 100a (a + 1) + 25. 

可 见 个 位 数字 为 5 的 平方 数 的 百 位 数字 为 偶数 ,了 矛盾. 因此, M 的 个 
位 数字 不 能 是 5. 

GDM 的 个 位 数字 为 ,xz 天 S, 即 村 = 55-5 sE ERM 的 十 位 数 


t 

字 为 5, 则 M 的 个 位 数字 为 6, 否则 M 不 能 是 平方 数 . TESIM, 
9M ,2F IB. 

综 上 所 述 , M 不 是 平方 数 . 

Зз 试 所 :能 若 找 到 四 个 正 整数 ,使 得 其 中 每 两 个 数 的 弱 积 与 
1998 的 和 都 是 平方 数 ? 

Ж BCA) = 48°, (28+ 1) = 402 +46 +1 = 4806 +1) +1,И] 
若 正 整数 的 平方 被 4 除 的 余数 只 能 是 0 或 1. 

如 果 存 在 四 个 满足 题 设 要 求 的 整数 ,注意 到 1998 被 4 除 余 2, Wi 
其 中 每 两 个 数 的 积 被 4 除 余 2 或 3. 因 此 ,这 四 个 整数 中 至 多 只 能 有 
一 个 侦 数 .对 于 其 中 的 三 个 亲 数 , 必 有 两 个 被 4 除 的 余数 相同 ,它们 
的 积 筱 4 除 的 余数 为 1, 与 1998 的 和 不 可 能 是 平方 数 .所 以 不 存在 四 
个 满足 题 设 要 求 的 正 整 数 . 

例 4 一 个 正 整 数 , 如 果 加 上 100 是 一 个 平方 数 , 如 果 加 上 168, 
则 是 另 一 个 平方 数 , 求 这 个 正 整数 ， 

解 ” 设 所 求 正 整数 为 x , 依 题 设 ,有 

x + 100 = m°, (D 
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x4 168-2 n°, (2 
其 中 m,n 都 是 正 整 数 . 

D - CD48 пі m? = 68, 

Вр (п-т) (пъ т) = 22 х 17. (3) 

A а- м,п+ m АВААЧ, НОЯ n — m, n + m SE 
BA. HEXESJO«n-mzn-em,t nur iB 

те 
n + m = 2х 17. 
解 得 п =18. RADIE x= 156, 即 为 所 求 ， 

例 5 4 是 一 个 四 位 平方 数 , 各 位 数字 均 小 于 7,4 的 每 一 位 数 
宁 增 加 3 后 仍 是 一 个 平方 数 , 求 A. 

B 设 4=a'l Б-Н н er10+ а, EP a,b,c, d HAIER 
EE easó.0eb.c,ds6. WER, Пе 4 no (n ЕЗЙ), Н 
可 设 

m'zí(a-x3):10 (b 3): 10 + (0+3) 10- (d 3), 
m 为 正 整数 .于 是 | 
m? — п? = 3333, 
ВП (m+n) m—-n) = 3х Ilx 10l. 

注意 到 a2< 6666, Bl n 81, Н m+ n> m-n»20,5 m + n = 
101,m - n 233, n] ff f$ n = 34. FE À = 1156. 

йб 已 知 n 是 一 个 正 整 数 ,4 = п? -19n +91 是 一 平方 数 , 求 
А. 

解 А={(л-9)1+10—-п={(п-10)°+ n-9. (D 

(D ШОШ, п> IO Bf 

(n —10P < n- 192 +91 < (n — 9°, 
HJ! A 介 于 两 相 邻 平方 数 中 间 , 这 不 可 能 . 
(ii) 2 n «9f, im 
(9— n)? < п2 - 192 491 < (10- п)", 
同样 ,4 介 于 两 相 售 平方 数 中 间 ,不 可 能 ， 
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(Hi) 34 n 203 IO RT, A = 1. 

综 上 所 述 ,4 = 1. 

例 7 求 一 个 最 大 的 平方 数 ,在 划 掉 它 的 最 后 两 位 数 后 , 仍 得 到 
一 个 平方 数 ,要 求 划 掉 的 两 个 数字 中 至 少 有 一 个 不 是 堆 . 

解 B N-n 满足 题 设 要 求 . 可 设 N = 100a2 + b(a 是 正 整 
TC O< b « 100), Hl] п 10a + 1. ETT A 

100 > b = n? – 100a? zx (10a + 1)? - 100a? = 20a + 1, 
Ж agt. 

Mr a= 4BF,2 п> 41, Д] 

n — 4( = b >>422 — 40 > 100, 
不 可 能 , 故 na4l.n =41 BF, п? = 1681. 8X N = 1681 为 所 求 ， 

例 8 一 个 正 整 数 若 能 表 为 两 个 正 整 数 的 平方 差 , 则 称 这 个 正 
XN Cp mise" ,比如 16= 昱 -学 ,16 就 是 一 个 "智慧 数 " ТЕТЕ 
中 从 1 开始 数 起 ,试问 第 1998 个 “智慧 数 ?* 是 哪个 数 ? 并 请 你 说 明理 
Н. 

E 1 不 能 表 为 两 个 下 整数 的 平方 盖 , 所 以 工 不 是 “智慧 数 ”. 对 
于 大 于 1 的 奇 正 整数 2k+1, 有 2k+1= (172 - (E z1,2,77). 
УКТ ЕЖ а". 

对 于 被 4 ERER AR, S Ak = (k+1)- (k- 1)2(6=2,3, 
5). КРАНИК a ERRARE S С" ,而 4 不 能 表示 为 两 个 
正 整数 平方 盖 , 所 以 4 不 是 “智慧 数 ” 

对 于 被 4 除 余 2 EAR 2(£520,1,2,3, 0, ДЕ 4 2-2 x° - 
ytz {aty y) Hui x, у 为 下 整数 , 当 %,y 奇 个 性 相同 时 , x 
+ у)(х y) 4 Е, I 4k +2 不 被 4 整除 ; 当 x*,y 奇偶 性 相 异 时 ， 
(x 二 F(x 一 了) 为 奇数 ,而 4k e 2 为 偶数 .上 总 得 矛盾 .所 以 不 存在 旧 然 
数 x,y, (EIR x — у -Ak +2. BIEN 4k +2 SSE R REC 

因此 ,在 正 整数 列 中 前 四 个 正 整数 只 有 3 为 “智慧 数 ”, 此 后 ,每 
连续 四 个 数 中 有 三 个 “入 芝 数 ” 

因为 1998= (1 + 3x 665) +2,4 x (665 + 1) = 2664, BJ 2664 是 
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第 1996 Т^ ЖЕЕ” 2665 是 第 1007 个 “智慧 数 " ,注意 到 2666 不 是 
"A fer". ELE 2667 是 第 1998 个 “智慧 数 " ,如 第 1998 个 “智慧 数 "是 
2667. 

Ho 求 出 所 有 这 样 的 自然 数 , 它 等 于 其 所 有 因数 的 个 数 的 平 
方 . 

E Bno, AP m An HAAHI. E mal, M n=l. 
E m>1, Ш s HRTF m 的 因数 可 配 成 对 ,每 对 因数 的 积 等 于 n. 设 
所 能 配 成 的 对 数 为 上 , 风 天 =2+1 是 奇数 n- Ok HAT 
小 于 т 的 因数 ,它们 又 都 是 奇数 .这 表明 3-1 是 nm=(28+1t)2 的 
因数 ,注意 到 (2 -28+1=1 惟 有 2-1=1, 即 上 =1. 此 时 (2 大 
+1 =9. 因此 ,满足 题 设 要 求 的 正 整数 为 1 和 9. 


一 、 填 空 题 

1. 末 三 位 相同 且 不 为 零 的 最 小 平方 数 是 __. 

2. 在 小 于 100 的 正 整 数 中 含有 奇数 个 正 因 数 的 有 ____ 个 . 

3. 使 和 4n*+5n 为 平方 数 的 下 整数 hn= . 

4. 使 42 + 4100.4" 成 为 平方 数 的 最 大 整数 x=  _. 

二 ,解答 题 

5. 已 知 矩 形 四 边 的 长 都 是 小 于 10 的 整数 ,用 这 些 长 度数 可 以 构 
成 一 个 四 位 数 ,这 个 四 位 数 的 干 位 数字 与 百 位 数字 相同 ,并 县 这 个 四 
位 数 是 一 个 平方 数 , 则 这 个 矩形 的 面积 有 多 大 ? 

6. 已 知 n 是 正 整数 ,d 是 2n7 的 正 约 数 ,证 明 : n^ + d 不 是 平方 
34%. 

7. 求 证 :四 个 连续 自然 数 之 积 不 是 平方 数 . 

8. 求 证 :五 个 连续 良 然 数 的 平方 和 不 是 平方 数 . 

9. [Bx 11. 2, 03, 04, G5 和 b 都 是 整数 ， HME 

76 


а} 十 а + a3 + a3 + as = b, 
求证 :这些 数 不 能 部 是 奇数 . 
10. 求 证 : 形 如 25,1225, 112225, 11122225, 00,1101 22-25 的 数 


atl n+ 142 
都 是 完全 平方 数 . 
IL. n HERM, E +2” 为 平方 数 , 求 的 值 . 
12.3; х,у 都 是 下 整数 , 试 证 ;x?+y+1 与 +4x+3 的 值 不 能 
同 为 平方 数 ， 
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第 十 一 讲 ”不 定 万 程 


1 .一 般 弛 , 当 末 却 数 的 个 数 多 于 方程 的 个 数 和 且 方 程 的 解 受到 和 东 
种 限制 的 方程 (组 ) 称 为 不 定 方 程 ( 组 ). 这 里 我 们 主要 研究 的 是 一 些 
求 整数 解 的 不 定 方程 (组 ). 

2. 求 不 定 方 程 的 整数 解 , 则 要 充分 注意 整数 的 基本 性 质 , 和 仔细 观 
察 . 分 析 方 程 ( 红 ) 的 结构 . 常 需 采 用 因数 ( 式 ) 分 解 .配方 AS Sak ЖЫ 
等 手段 收缩 探索 范围 XR bas Hirn. 


例 Ж їн Wi 


gll 求 方 程 z - Dx y +2 = 0 的 整数 解 . 
üt ODER 
(x-6) + у = 34. Ф) 
НОА y 只 可 能 为 0,1,4,9,16,25. 经 验证 只 有 y? = 9 nË 25 
时 ,和 4 为 平方 数 . 此 时 (x — 6)2 =25 或 9. 故 所 求 整数 解 为 


[n W a [=t N MM 
71=3 1у2=3; їуз=-3; ty=-3; ‘y=; | 
x =9, х= 3, 
НОЯ Муй 

2 RPEN y + 32у = 30x + 517 的 所 有 正 整 数 解 ， 

B 原 方程 加 变 为 

y? + 3x23? -30x’ – 10= 507, 

即 (5? - 100 (3x2 +1) 23x 13°. 


N 3х2+1>1 E 3Mx^ +, 3197 - 10, 有 
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rr 0-3. _ Ka: 
3x^- 12137; Зх? 41-39. 
解 之 ,可 得 | ”7 故 所 求 的 正 整数 解 为 (2.7)， 
例 3 求 方 程 x° +11 y 的 正 整 数 解 . 
解 ” 原 方程 可 变 为 
(y — x)( * xy + y?) -1F. T 
B y»xzml 11-х, у= x>11,# y»ll,xt4 xy + y*» 
,可见 四 没有 正 整数 解 .因此 ,由 全 得 
| v — x = 1, (2 
x2 xy + y^ = l. Q 
ҤЕ ОЕ у= x+1, 代 入 的 得 
х*+х({х+1)+(ж®ж+1)?=11#, 
Bp 342 + Зх = 1330. 地 
由 311330,313х° + 3x 可 见 二 无 整数 解 .所 以 原 方 程 无 正 整 数 解 . 
例 4 用 100 元 买 100 只 鸡 , 公 鸡 每 只 5 元 , 母 玖 每 只 3 元 ,小 灼 
3 只 1 元 , 问 : 最 多 可 买 公鸡 多少 只 ? 
解 ” 设 所 买 公鸡 数 为 x, 母 鸡 数 为 了 ,小 鸡 数 为 z, 则 


5x + 3y + 32 = 100, Ф 
x + y +z = 100. (2) 

@ x 3 - Of 
7x + 4у = 100. @ 


EQ 4175, (4,7) 21,8 4|x. X. E ORI 7х 100, Ёр x 
< 15 FSI, x=12. 

M x= 12 8, НОТ y = 4. LA D EJ >z = 路 . 故 最 多 可 买 公 
鸡 12 只 . 

例 5 KJ R2" 427 27 «27 220.625 的 满足 条 件 的 w>x>y 
> z 的 整数 解 . 
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解 一 BEDERA SIEH 
2333419533 195*: 49:53 _ 165. (D 
注意 到 165 a Ж п +3<у+3<х+3<ҥи+3, B z320,BD г 
= —- 3. 
把 z= -3 代 人 中 ,上 两 边 同 减 去 1 后 再 除 以 4, 得 
2m+1 рох LAr+1 g], 
同 理 可 得 y = -1, 代 人 四 得 
ез1 ytl — 40. (3) 
由 他 可 得 
26-2 42* 75. 
同 理 可 得 x =2. 进 所 得 w = 4. 
所 求 方 程 的 解 为 w=4,x=2,yY= -1,z= -3. 
解 二 将 20.625 表示 为 2 的 整数 窒 的 和 为 
2" +25 427 42 222 224271 «273, (D 
EER w»xr»y»zdBUESEQDHBIBEHHE w =4,x=2,y= 一 1,z= 一 
3. 
BI6 证 明 : 不 定 方程 zt + x4+… rh = 1599 无 整数 解 . 
ШЕН MIENEN 
yl ++ б xd. 15-1600. (1) 
对 于 任意 整数 x E) x ЖИНИ 21. UI x^ = 16:58 1610ax* E xS 
S 2: 1, 则 
x = (2 +1)®%=4 (+1) 1, 
被 8 除 余 1.2 x^ = 8k ТОА 为 整数 ) , 则 
x* = (ВЕ +1) = 6482 + 16k +1. 
被 16 BRAR 1. 因此 ,和 看 xan tn u AER, ORAE 16 除 的 
余数 r 满足 1 rec 15, 而 中 式 右边 可 被 16 整除 . 故 原 方程 无 整数 解 . 
例 7 求 方 程 x* + 3x?+1= y' 的 整数 解 . 
E 当 x>0 时 ， 
(x -1*-a8542x +1<x +3x +1l=y 
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<х°+4д%+4=(ж +2)?, 
А + l< "< 2 +2. 这 与 4 ЛЕ НТ ЛЕ. 
r= -2 时 ， 
(х3 +2) = х 455 +44 х%+3д%+1= y! 
< xŠ + 233 412 (33417, 
有 -х-2= | +2 <y el +1|= (a1), 
也 与 у МӘНЕ. 
Мехо, х= -1,Ш 4*2 -1, 这 不 可 能 ;着 x = 0, Wi 
y=1, 可 得 y= +1. 


x = 0, = (), 
асло REIRAS VR 
йз REEDEL ++i ВИЕ. 
SU 因 x*,y,z 是 正 整数 ， Hl. (Ta L= MED х,у, zd 
XT 1. 
TENE 1e sys Ш > 六 > 二 ,于 是 
1.1,1,1 1,1,1,.3 
< 一 + 一 + 一 二 一 + 一 + 一 = 
x x y z x w X X 
1 5 3 
ВШ <=: 
所 以 ,5 ZI 8 于 是 x = ^ nk 3. 
e 2 时 
1 1.1.5 11 1 1_ 2 
y yz 6 2739y*y7 у' 
即 < 方 < 之 ,所 以 3< ує6.Ж а =2,у = 4,5,6 代 人 原 方程 可 得 
z=12,%,6, анн. 2) = (2,4,12),(2,6,6). 
M x = 3 Ef, EH 


8] 


1,1.3 1.1 
y z 6 3 2? 

得 44,1-11,4, 
y y т 2"7y y y 


BI 2<у<4 1 x23, y 23,4 FLA; fen] 2 26,4. AIRA EXA 
正 整 数 解 (x,y,z) = (3,3,6),(3,4,4). 

根据 对 称 性 , 原 方 程 共有 15 组 整数 解 : Cx, yz) = (2,4,12).,(2, 
12,4),(4,2,12),(4,12,2},(12,2,4),(12,4.2),(2,6,6),(6,2,6), 
(6,6,2),(3,3,6),(3,6,32,(6,3,3), (3,4,4), (4,3,4), (4,4,3). 

例 9 一 批 旅客 决 定 分 乘 几 辆 大 汽车 ,要 使 每 扯 有 辐 样 的 人 数 . 
起 先 ,每 车 乘坐 2 人 ,发 现 有 1 ЛАЖ ЕЕ. Е — 2 Е, Яр 
么 所 有 的 旅客 刚好 平均 分 乘 余下 的 汽车 .已 知 每 辆 丰 的 容量 不 多 于 
和 袜 和 信 , 问 : 原 有 多 少 辆 汽车 ”这 抠 旅 客 有 多 少 人 ? 

E ERA k 辆 汽车 , 开 走 一 辆 空 车 后 留 下 的 每 车 乘 n TA. 
显然 б>2, п 32 ERAB 22k +1 另 一 方面 ,旅客 人 数 及 是 n 
(k - 1) À. , X 


22k £12 n(k- 1), (D 
T „= 2041 2-134328 a, | @ 


可 见 大 -1 23. 只 可 能 是 大 -1=1 或 23, 即 大 =2 或 24. 当 大 =2 时 ,nm 
= 45>32, 与 题 意 不 符 ; 当 上 =24 时 ,= 妇 , 满 足 题 设 要 求 .这 时 戎 客 
АЖ 
n(k - 1) =23 х 23 = 529, 

4 PARE A CR 529 А. 

+ (ІО, ORTE РАЕН TRADES А БЕЗЛ T Ж 
知 数 ,进而 分 离 出 部 分 整数 ,使 得 剩余 的 部 分 易于 利用 整除 性 讨论 、 
解决 问题 的 方法 是 一 种 再 用 的 方法 . 

(2)Hi Da] fR nk- n - 22k = 1, Bll( n - 22 (k - 1) = 23. НИЈАЗ 

n-22s1,k-1223 н} n - 22223, k - 1- 1, HD RI RES. 
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1. 方 程 13x +3y =28 的 正 整数 解 (xz,y)= ， 

2. 方 程 2x + 5y = ху - 1 HERK Сх, p TRE 

3. Hi 100 zc TB ТВ 100 支 ,其 中 金笔 每 支 10 元 , 依 金笔 
每 去 4 元 ,圆珠笔 每 支 0.5 元 , 则 金笔 末了  _ 支 . 

4. 有 面额 为 壹 圆 、 武 圆 ETAR H 10 张 ,全 部 用 来 购买 一 
把 价值 为 18 元 的 南 伞 , 则 至 多 有 不 同 的 付款 方式 种. 


5. 3 2. 6 V BEZ3 ELA C a, b.e 为 正 整数 ). 如 果 这 三 个 


分 数 的 分 子 都 如 上 e ,分 母 不 变 , 则 所 得 3 个 分 数 的 和 为 6, 则 原来 3 
个 婚约 分 数 的 乘积 是 

二 、 解 答题 

6. 现 将 若干 个 零件 放 人 人 至少 10 个 盒子 内 ,要 求 每 个 盒子 装 的 零 
件 个 数 相同 . 如 果 每 盒 装 12 个 ,结果 剩 一 个 零件 未 装 ;如 采 盒 子 再 增 
加 3 个 ,所 有 零件 恰好 装 在 种 个 盒子 内 . MRAZ TET? £b 
个 零件 ? 

2 
Lj ^7 TY 的 正 整 数 解 (*,y 2). 
x+y- z = 124 

8. 求 方程 nm —24xy + 21у2 - Ax — 12у - 18 = 0 的 整数 解 . 

9. 求 满足 方程 8 ^ — 2 HIM ЕНЕС, у.х) АХ] 
方程 的 正 整 数 解 能 否 多 于 10 个 ? 试 说 明理 由 . 

10. 求 方程 5x – hd -7 Bs E ДЕ 60 < x + v «80. 


11. 满足 方程 一 501 的 正 整数 解 (x， pag 
少 组 ? 


l 
T(x+])y P ] 
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第 十 二 讲 ”整数 的 奇偶 性 分 析 


1 .把 整数 分 成 育 数 ,个 数 两 大 类 是 一 种 最 简单 .最 基本 的 分 类 . 
在 不 少 问题 中 ,重要 的 往往 不 是 那些 数 的 具体 数值 而 是 它们 的 奇偶 
性 ,利用 奇数 和 偶数 的 各 自 特性 则 可 方便 ,快捷 地 解 沁 问 题 ,包括 一 
些 看 上 去 比较 难 的 题目 ,甚至 收 到 意 想不到 的 效果 .这 种 利用 奇偶 数 
性 质 解 题 的 方法 我 们 称 之 为 奇偶 分 析 . 

2. 和 运用 背 偶 分 析 的 方法 时 ,通常 可 将 偶数 记 作 0, 奇数 记 作 1. 等 
式 :0+0=01+1=00+1=1 正 好 分 别 表 明 偶 数 + 偶数 = 偶数 , 奇 
Sem BEBE Ma = Ар. 

可 以 看 到 ,将 一 个 奇数 加 到 任 一 整数 a 上 去 , 则 改变 了 a ар 
f&tt ,而 将 一 个 偶数 加 到 任 一 整数 а 上 去 ,并 不 改变 a 的 奇 个 性 . 

3. 当 两 种 个 数 有 限 的 对 象 之 间 的 建立 起 一 一 对 应 的 关系 ,那么 
表明 这 两 种 对 人 象 个 数 相 等 ,个 数 的 总 和 为 偶数 . 以 上 结论 我 们 称 之 为 
А] PE JE И. 

4. 运 用 背 偶 分 析 方 法 时 要 注意 从 不 同 第 度 考 察 同 一 对 象 ,发 掘 
局 部 与 整体 间 隐 会 的 数量 关系 . 


BIN 精 讲 | 


例 1 5 1,2,3,--:,9 的 任 一 排列 为 ау, аг, 77 ag. ЖЕ: Ca, - 
1) а - 2): (as - 9) — 1 SR. 
证 一 IN 
Caj- 1) + (a5 -- 2) + (a4- 3) e + (ag - 9) 
= (а tot ag) - (1927 +9) 
54 


=0, 
ХААХ, ВТЕ, (ау - 1), (ао 2), , (ао 9) 9 ЙЕН 
PRH. 否则 , 便 得 奇数 个 (9 个) 奇数 的 和 为 偶数 ,这 不 可 能 ,从 而 可 
p 

(ау 1) (а 2): 7 (a5 - 9) 
EAR. 

证 二 由 于 1,2,…,9 中 只 有 4 个 偶数 ,所 以 ai, аз, аз. аз, ao 
ФА КАН, TE, a -1,a4.-3,a5-5,a;-7,a9 -9 €. 
有 一 个 是 偶数 ,从 而 ! | 一 1)баз—2)---( а» - 9) EIC. 

6082 在 一 张 9 行 9 列 的 方 格 纸 上 ,把 每 |, 





23456789 

个 方 格 所 在 的 行 数 与 列 数 加 起 来 , 填 在 这 个 方 HAHAHAH 
SOM si 
解 将 每 -- 行 与 第 二 行 的 数 比 较 ,同一 列 ЕЕЕ 
的 两 个 数 奇 偶 性 正好 相反 ,这 是 因为 第 一 行 的 3 十 上 HH 


数 是 列 数 加 1, 而 第 二 行 的 数 是 列 数 加 2. 因此 ， 
第 一 行 的 奇数 (偶数 ) 个 数 ,正好 等 于 第 二 行 的 E2- 
个 数 { 奇 数 ) 个 数 .这 两 行 合 在 一 起 看 ,奇数 与 偶数 个 数 一 样 多 . 
同 理 , 前 八 行 两 两 配对 ,奇数 个 数 与 偶数 个 数 一 样 多 . 
第 九 行 的 9 个 数 是 列 数 加 9. 因 列 数 1,2,… ,9 中 奇数 比 偶 数 多 
1, 故 这 9 个 数 中 偶数 比 奇 数 包 1， 
国 此 , 填 人 的 8 个 数 中 ДА ACE 1 T. 
H3 Ва, аз," aa 是 正 整 数 1,2,…, 纪 的 任意 一 种 排列 . 令 
b= laj- æt, b, = 1аз ~ agl, ба = las dgl; 
e= lbi- бот, со = ез — cul сав = | Өзү = bal; 


бу = (ср - cl, dir= 1d4— dal, be= leg — cit; | 


这 样 一 直 作 下 去 ,最 后 得 到 一 个 整数 x. 求证 :x ЖИЙ. 
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证 一 ”假设 x 是 奇数 ,那么 上 述 计 算 过 程 中 倒数 第 二 步 里 的 两 
个 数 必 然 是 一 育 一 侦 . 再 入 前 推 一 步 , 得 车 倒数 第 三 步 里 的 四 个 数 呈 
能 或 是 三 奇 一 偶 ,或 是 一 奇 三 侦 , 总 之 只 能 是 育 数 个 奇数 . 依 此 推 知 ， 
在 计算 过 程 中 的 每 一 步 里 ,其 能 有 奇数 个 奇数 , 连 " 初 始 状态 "也 不 例 
外 ,但 由 于 它们 是 1,2,… ,64 的 蘑 一 排列 ,其 中 奇数 的 个 数 为 32 个 ， 
这 是 一 个 偶数 ,这 就 半生 了 才 盾 .这 个 牙 盾 说 明 最 后 一 步 得 出 的 整 
数 ,只 能 是 - -个 偶数 . 

证 二 ”我们 知道 ,1 4 -blatb AHEHE. 由 此 可 知 , 上 述 
计算 的 第 一 步 中 ,32 个 数 

laj- 051, 1a3— al, ав а! 
分 别 与 下 列 32 个 数 
Фу + az, ta t gs 8g + бы 

育 相 间 的 奇偶 性 . 这 就 是 说 ,在 只 考 虞 奇偶 性 的 时 候 , 可 以 不 注意 绝 
对 值 符 寻 ,而且 可 以 用 “和 "代替 “ 差 ”, 这 样 可 以 把 原来 的 计算 过 程 改 
为 

SB—2P 01,02, 03, 04,77 G8 965 65, бы 

S bia; аз, аз + 94,77,88 + Gg ав + agt, 

IAE iaj + G> + aat 04.77.68 + Og + Gg Og, 
AUTE BS [n] ЕЙ E E ese Es A Br HH 3B — S C RE HUE. 

很 明显 ,最 后 那 一 个 数 是 а + аз on au. НТ 21.022,77, ав 
是 1,2,…,64 的 一 个 排列 ,因此 它们 的 总 和 为 1 +2+…+64 是 一 个 
人 慢 数 . 故 最 后 一 个 整数 是 偶数 . 

98/4 将 图 12-2 中 的 圆圈 任意 涂 上 
红色 或 蓝 色 . 回 : 有 无 可 能 使 得 在 同一 条 直 
线 上 的 红 圈 数 都 是 硝 数 9 请 说 明理 由 . 

f ”假设 能 够 使 同一 条 直线 上 的 红 团 
数 部 足 奇 数 ,一 共 5 条 直线 ,将 这 5 条 直线 
БЕТОН, АТ АНЕ ар. B 12-2 
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男 一 方面 ,每 一 个 红 网 恰好 属于 两 条 直线 ,所 以 ,在 上 述 所 说 的 
和 中 ,每 一 个 红 圈 都 镀 计 算 了 两 次 , 利 应 当 是 红 轩 总 数 的 两 借 ,因而 
是 一 个 偶数 . 
以 上 两 方面 的 结果 产生 了 矛盾 .这 表明 不 可 能 使 同一 条 直线 上 的 
ТЖК Ae АР. 
5 在 =xmtn 为 奇数 ) 方 格 表 里 的 每 一 个 方 格 中 任意 填 上 
一 个 +1 或 -1, 在 得 - 列 的 下 面 写 上 该 烈 所 有 数 的 乘积 ,在 每 行 的 
右面 写 上 该 行 所 有 数 的 滋 积 ,求证 ;这 2n 个 水 积 的 和 不 等 于 0. 
证 明 BRAIT EKC a, azt, an 每 行 右 面 的 数 为 51, 
b; b, REDE ,这 些 数 都 是 +1 或 -1. 
BAIX 2һ ПЕАТ 0, BI 
a+ ast’ +a +b+jb+' b, =0, 
那么 ,这 2n Т ЖР 158 -1mHpTAXAX — PEZ. 6 n Т. ХЕ 
ааз a, HE ba b, Мел nxn 方 格 表 里 所 有 数 的 乘积 , 即 
alfa = Бубу b, 
所 以 ауаз a,b ae 并. 
这 表明 2л 个 数 中 - 1 的 个 数 为 偶数 , 即 п MER. AI n 为 奇数 十 
盾 . 所 以 ,这 2п 个 乘积 的 和 不 等 于 0. 
例 6 xxix, 的 绝对 值 都 为 1, 昌 





х 22 921.9 0 
ху X3 x 
试 证 :41n. 
证 朋 令 一 = (1л 1) 58 zy Alel = 1, !у,! = 
i+] 1 
1. 
设 yiya у PR aT 1,b 4 - 1,98 
@«+фЬ=п, ә 
Н Үү + y. + + y, = a — b = 0, (2) 


8] 


HO, OM а= b= 2 


31.32... Xn _, 
У = л, X3 x 3 


即 ia -1) = 1, 
所 以 b АЕ. 5 Ь=2т\ т 为 整数 ) ,U n 22b - 4m. Е 44 n. 
$17 某 电影 院 共 有 1985 个 座位 . 某 天 ,这 家 电影 院 上 .下午 各 
演 一 场 电影 .看 电影 的 是 甲 . 乙 两 所 中 学 的 各 1985 名 学 生 ( 同 一 个 学 
校 的 学 生 有 的 看 上 午 场 ,也 有 的 看 下 午 场 》. 试 证 明 :电影 院 一 定 有 这 
样 的 座位 ,这 天 看 电影 时 上 .下午 在 这 个 座位 上 举 的 是 两 个 不 同学 校 
的 学 生 . 
ШАН 甲乙 两 校 看 电影 的 学 生 都 是 1985 人 ,电影 院 的 座位 也 
恰 是 1985. 作 如 下 统计 


(1985 — nn) 个 座位 





(1985 ~- nn) 个 座位 


假设 每 个 座位 上 .下午 坐 的 都 是 同一 学 校 的 学 生 . 对 每 个 学 校 上 午 场 
与 下 午 场 人 数 应 相 每 , 则 
n = 1985 - n. 

即 An = 1985. | 
这 不 可 能 .所 以 ,至 少 存在 这 样 一 个 座位 ,上 下 午 笃 的 是 甲乙 不 同 
f SE. 

gis 27 sj sh Pr SF ie sh 0 S EE 1,2,3, ‚26,27 
这 27 个 自然 数 . 问 : 这 些小 运动 员 能 和 理 站 成 一 个 区 六 ,使 得 任意 相 
邻 的 两 个 运动 员 叶 码 数 之 和 都 是 质数 ? 说 明理 外， 

解 一 “不 能 . 不 同 的 两 个 奇数 .两 个 侦 数 之 和 都 是 大 于 2 0548 
数 , 它 必 是 合 数 ,所 以 ,要 使 伍 意 相 令 的 两 个 运动 员 号 码 之 和 都 是 质 
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数 , 这 些 质数 必 都 是 奇数 .因此 , 相 邻 两 运动 员 号 码 必 定 奇 盆 性 相反 . 
这 样 一 来 ,运动 员 必 须 号 码 奇偶 相亲 地 排 成 一 圈 ,这 表明 扎 但 为 青 数 
的 运动 员 与 号 码 为 偶数 的 运动 员 个 数 必 相等 .因此 ,运动 员 总 数 为 炳 
数 个 .这 与 运动 员 个 数 是 奇数 (27) 不 符 .所 以 , 题 设 要 求 的 站 辕 的 排 
列 方式 是 不 能 办 到 的 . 

解 二 不 同 的 两 个 奇数 两 个 偶数 之 和 都 是 大 于 2 的 偶数 .所 以 
要 使 任意 两 个 运动 员 号 码 数 之 和 都 是 质数 ,这 些 质数 必定 都 是 奇数 . 
这 样 ,一 方面 由 于 相 邻 的 运动 员 号 码 和 的 和 是 27 个 柯 数 的 和 , 它 应 
是 个 奇数 . 另 一 方面 ,这 个 和 又 等 于 2x(1+2+3+…+26+27) 是 个 
偶数 .导致 巴 盾 .因此 , 题 没 要 求 的 站 圈 排 列 方式 不 能 办 到 . 

例 9 表 甲 是 一 个 英文 字母 电子 显示 盘 , 每 一 次 操作 可 以 使 革 
一 行 4 个 字母 同时 改变 ,或 考 使 某 一 列 4 个 字母 同时 改变 ,改变 的 规 
则 是 :按照 英文 字母 表 的 顺序 ,每 个 英文 字母 变 成 它 下 一 个 字母 ( 即 
ATEB, BRC, ,最 后 的 字母 ZERA). 


SOBR KBDS 
TZFP H E X G 
HO CN RTBS 
ADV X СЕҮА 
AH * 


问 :能 和 否 经 过 若干 次 操作 ,使 表 甲 变 成 表 乙 ? 如 果 能 ,请 写 出 变 
化 过 程 ; 如 果 不 能 ,说 明理 由 . 

分 析 26 个 字母 可 以 用 1~ 26 这 26 а, МАНЕРЕ 
考虑 , 则 一 半 是 坷 数 ,一半 是 偶数 .为 简便 起 见 ,我 们 又 将 表示 为 奇数 
BYESRELA,C,E,G.I.K,M,0,0, S,U, W, Y icd 1, S SR ALBUS 
WE: B, D, F,H, J, L, N,P, R,T, V, X,Z tF 0. Wie — 3 Es 


早 、 表 乙 又 可 分 别 写 成 
1100 1001 
0000 0101 


0110 0001 
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1000 1011 
EA 表 丁 
每 次 弗 作 则 将 同一 行 或 同一 列 的 1 改 为 0,0 改 为 1， 
由 于 每 一 行列 ) 有 4 个 数 , 故 其 中 1 的 个 数 z 与 0 的 个 数 5b( = 
4— a) 有 相同 的 奇偶 性 .每 次 操作 将 1 与 0 互 换 , 从 而 个 数 ab E 
换 , 所 以 操作 的 结果 不 改变 [的 个 数 的 奇偶 性 . 
表 丙 中 , 原 有 5 个 1, 无 论 经 过 多 少 次 操作 xp 1 的 个 数 始终 为 
奇数 . 而 表 丁 中 ,1 的 个 数 为 8. 这 表明 表 两 不 本 能 经 过 上 述 操作 变 为 
表 丁 , 即 表 甲 不 可 能 经 过 上 述 操 作 变 为 表 乙 . 


1. 能 否 自 1 起 把 前 50 个 自然 数 分 成 黄 组 ,使 第 一 组 所 有 数 的 和 
与 第 二 组 所 有 数 的 和 相等 ?说 明理 由 . 

2. 将 两 个 正 整 数 的 益 乘 上 它们 的 积 , 能 否 得 到 数 450457 

3. 在 一 次 象棋 比 森 中 ,每 两 个 选手 恰好 比赛 一 局 ,每 局 主 者 记 2 
分 , 输 者 记 0 分 ,平局 每 个 选手 各 记 -- 分 , 今 有 4 个 人 统计 了 这 次 比 
赛 中 全 部 得 分 总 数 , IH TOU By AGED, 其 数据 各 不 相同 , 分别 为 
1979,1980, 1984,1985. 经 核实 ,其 中 有 一 人 统计 无 误 . 问 这 次 比赛 共 
^H IP AES? 

4. 在 黑板 上 写 上 1,2,…,1993, 只 要 黑板 上 还 有 两 个 或 两 个 以 上 
的 数 就 擦 去 其 中 的 任意 两 个 数 a,5, 并 写 上 1a -451, 问 最 后 黑板 上 
剩 下 的 数 是 奇数 还 是 偶数 * 

5.5 EL HR , 林 [1 全 部 朝 上 ,每 次 翻动 是 指 将 其 中 四 个 
茶杯 问 时 翻转 . 可 :能 否 经 过 各 于 次 翻动 ,使 杯 口 全 部 朝 下 ? 

6.35 a,b ЕЖЕН 

(11111 + a (11111 — b) = 123456789. 

求证 :4la — b. 

7.1 куу 32,777 фото X popa Е + ] 8X — 1, i lE: x, + 2x> + 3x4 十 
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+ 1998 xig > 0. 
8. 证 明 : 改 变 一 个 自然 数 各 位 数码 的 顺序 后 得 到 的 数 与 原 数 之 
和 不 能 等 于 99…9. 


Ty o 
9. 设 sl ,xx НВ 15-01, H 
X1X2X4X4 + X2X34X4X5 十 “本 天光 | X>2X3 = Ü. 

试 证 :4in. 

10. 代数 式 

Für — тшу — виг + swx + uy — tux 

FH.r,s 0 uv wx voz 可 以 分 别 取 +1 或 -1. 

(了 二 证 明和 代数 式 的 值 都 是 偶数 ; 

(2) 求 这 个 代数 式 所 能 取得 的 最 大 值 . 
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第 十 三 讲 ”全 等 三 角形 


1 三 角形 爹 等 判定 公理 

(DARALE НР НЕЕ ПАСУС ЯЛАН = E 
全 等 . 

(2) 角 边 角 公 理 ” 有 了 两 角 和 和 它们 的 夹 边 对 应 相等 的 两 个 三 角形 
全 等 ， 

推论 有 两 角 和 其 中 一 角 的 对 边 对 应 相等 的 两 个 三 角形 全 等 
CIR ER TR TBI E RD. 

(3) 边 边 边 公理 ”有 三 边 对 应 相等 的 两 个 三 角形 全 等 . 

关于 直接 三 角形 ,有 : 

(4) 斜 边 , 直 角 边 公理 ”有 疼 边 和 一 条 直角 边 对 应 相等 的 两 个 直 
ВЕ Же. 

2. НЕВА аар — ОНОХ — fi Jo PORRE 
易 证 明 相等 的 对 应 角 和 和 边 , 符 很 据 判 定 公 理 确定 还 需 证 明 相等 的 哪 
些 对 应 的 角 和 边 ,然后 设法 加 以 证 明 . 

三 角形 全 等 的 证 明 中 要 防止 产生 “ 边 边 角 ”“ 角 角 角 "的 错误 . 

3. 全 等 三 角形 的 判定 公理 及 推论 ,是 进一步 研究 平面 几何 的 基 
础 ,如 全 等 三 攻 形 所 有 对 应 边 和 角 相 等 可 利用 来 证 明 线 段 和 角 相 等 
以 及 它们 的 和 差 傍 分 、 让 线 的 平行 和 垂直 等 . 

，4.41) 把 一 个 角 分 成 两 个 相等 的 角 的 射线 叫做 角 的 平分 线 . 

(2) 在 角 的 平分 约 上 的 点 到 这 个 角 的 两 边 的 距离 相等 . 

《3) 到 角 的 两 边 的 距离 相等 的 点 ,在 这 个 角 的 平分 线 上 ， 

5. ВВА AILERA [АЙ ,一般 采 用 以 下 两 种 方法 : 

(短线 加 倍 法 : 即 把 短线 加 倍 后 ,证 明 它 与 长 线 相等 ; 
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(2) 长 线 等 分 法 : 即 把 长 线 等 分 之 后 ,证 明 其 中 的 一 份 与 短线 相 
等 . 有 时 可 用 作 图 法 直接 加 倍 或 等 分 ,而 有 时 则 引出 辅助 线 ,证 明基 
线段 就 是 加 信 或 等 分 之 后 的 线段 ， 

对 于 线段 的 和 、 差 的 证 明 间 题 ,也 采用 与 上 述 类 似 的 “ 截 长 "或 
“ 补 短 法 . 


例 Ж ud 


例 1 如 图 13-1, 已 知 СР, ВЕ HF A.M E BC 的 中 点 ,一 ] 
= Z2,Z3= Z4. RIEA BMD ACME. 





分 析 EUEB) A BMD S A CME ,我们 先 马 
2, BM = CM ,还 需 证 男 一 对 角 相 等 或 证 MD 
= ME. 但 证 男 一 对 角 相 等 很 困难 ,我 们 考 虚 证 М 
1921], rit xx XB EB ПЖ ЕШШ. 

ft А MDC Fl A MEB 4' 
H, Z3 = Z4, MC = MB, | 
РМС = Z2 + Z5 = Z1 

5 і T C В 7 = i 

А МРС 2 AMEB. 从 而 " zu А 7. 
MD = ME. B 5 
中 , MD = МЕ, Z1 = 72, 
MB = МС, ВМр = A. СМЕ. 
等 . 

已 知 :如 图 13 -2, YEA ABC HAAR CH, АВ = А'В',АС = AC 


找 出 这 两 个 于 角形 中 相等 的 角 利 边 ; 一 1 = 
明 MD = МЕ. ‘E WJ 18 EUER A DMC S A ЕМВ E 13-1 
+ Z5 = Z EMB. Br VÀ 
TE А BMD ll 2 CHE Bi 13-2 
例 2 求证 :有 两 边 和 第 三 边 上 中 线 对 应 相等 的 两 个 三 角形 全 
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C , AM АМФ, H AM = A'M! GRE: S ABC AA А'В'С'. 

分 析 ^ABC HAA'B'COB,BA AB = А'В' ‚АС = AIC, EE 
A АВС AL A'B'C' ‚ЙН BC = BC 或 BAC = Z B'A'C BU Ж 
件 АМ A'M ELARA . 注意 到 м.м ВС. ВСЕ, 
有 BM = МС,ВМ = M'C' ,分 别 延 长 AM,A M'E D. D' , 便 得 АМ = 
MD,A'M' = M'D, CD、C'D' , Xx FE 5, H, А ABM = A. РСМ, АА! 
BEM = ADCM , BUS ЖЕ ДЕРЕ Г ая = #8 
JE A ADC LA A'D'C' ,进而 可 得 人 D= 23, ZD = ZzA,z = 20 
ED, РЕ АВС = АВС. 

例 3 如 图 13 -3, 已 知 ;:C HAB HA, АСЕ = Z ВС, CD = 
CE KiE: CH = CC. 

分 析 要 证 明 CH = СС, 只 需 证 明 # D 
^ ACH ВСС sk А DCH © A ЕСС. 对 于 这 F 
两 对 三 第 形 , 题 设 条 件 直 接 给 出 的 都 是 "一 个 
Р ЯАНА" ЕЕН А = В. 
RÁD = Z E , ВН е. 

事实 上 , 因 一 4CE = Z ВСР, й B 13-3 

Z ACE + Z ЕСП = / ВСР + Z РСЕ, 

可 得 一 4CD = Z ВСЕ. 

在 Ad4CP Tl ВСЕ 中 , АС = ВС, АСР = Z ВСЕ, CD = СЕ, ЎТ 
PLA ACD A BCE ZA = Z В. 

AACH А BCG Ф, ZA = Z B, АС = BC, ZACH = Z ВСС, 
ШТ S ACHA BCG, A ЄН = CG. 

例 4 已 知 ; 如 图 13-4, ВЕ = CD, 21-272. ЖИЕ: BD = СЕ. 

分 析 ”人 忆 由 边 边 第 : ВЕ = CD, BC = BC, Z1 = 2 不 能 直接 推 
5B А ВЕС: A CDB ,也 就 不 能 由 此 直接 得 出 BD = CE. 换个 角度 ， 
ЖЕТЕН А АВЕ 2 А АСЮ, INJ АВ = АС, AE = 要, 也 就 可 以 得 到 
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BD = CE. 4 
AZI ГА + 24, 22 = ZA + 23, X. 

Z1= 272,8 Z3 = 一 4. E 
ТЕ 5 АВЕ HI SACD Ф, Z A= ZA, Z3 = 

ZA, BE = CD, Br ДАВЕ S A ACD. АТЖ 

AB = AC, AE = Ар, 3E i АВ ~ AD = AC — 


АЕ, BD = CE. E 13-4 
例 $ il 13-5, BE. GF EZ. ABC 的 高 ， А 


ТЕ BE s FEE Б Р, АР = 4C ,在 
CF RAMKA ERAO, IE CO = АВ. AP. 
AQ ,求证 :AP = AQ, AP LAQ. 

证 明 因 СЕ} AB,BE | АС, 71-900. 8 c 
~ Z ВАЄ = 一 2. B-5 

ТЕ “М РАВ 和 人 40C F, ВР = AC, 21 = 
“72. АВ = CQ IRA РАВУ A AQC, A АР = A0,Z3= Z P. М4 + 
Z P = Р, ВТЕ 3+ Z P =. МІ AP | AQ. 

例 6 如 图 13-6,B.E BRAR AC. AD 上 的 
点 , 且 АВ = AE, AC = AD, BD 与 CE RAE T F. Ж 
WIE: AF Ж CAD 的 平分 线 . 

证 明 PH AB - ДЕ, AC = AD IX BC = ED. 

# ZA ACE Ж ZAADB BP, AC = AD, Z CAE = 
Z РАВ, AE = AB, REL A ACE 2 A ADB.# Z Ü = 
ГР, З= АЛ / 5 = Z6. 

ФС ВСЕ ЖАУ ЕРЕ Ф, Z5 = 26, ВС = ED, 
Z С= Г В, ВСЕХ А ЕРЕ, ВЕ = EF. 

ТЕ АВЕ fl ^АЕЕ 中 ,AB = АЕ, Z3 = ZÀ, BF = EF , Ш ABE 
SAAEF, M il = 272, 8 AF E.Z CAD 的 平分 线 . 

例 7 如 图 13- 7, C ВАВ 上 的 点 , DA. ЕВ. СЕ 83 8 + 
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AB,H. DA = CB, EB = AC, CF = AB. ЖЕ: АЕР = Z ВЕЕ. 

48 从 图 形 看 , AFD 5 Z ВЕЕ 既 不 在 同一 三 角形 中 ,也 不 
在 两 个 全 等 三 角形 中 ,很 难 直 接 证 明 它 们 相等 ,但 可 从 证 明 人 AFE 
37 ВЕР 相等 着 手 ,， 连 DB. AE ,将 这 两 个 角 放 在 全 DFB 与 人 EF4 
中 去 证 明 . 

XE DB.AE. Ë DA = СВ, AB = CF, Z DAB 
= ВСЕ = ХР, A DABA BCF, A BD = ВЕ, 
Z РВА = Z ВЕС, Z FBD = Z ЕВС + Z ВА = 
90 ,所 以 人 BFD = 45°. |0] / AFE = 45°. 所 以 ， 
Z AFE = Z ВЕР, BLZ АЕР + Z DFE = Z DFE + 
Z EFB. ЭЛП.Н АЕР = EFB. 

fs ШЁЇ13-8,7ЕЛАВС 中 ,B= GP, 
角 平 分 线 AD. CE 相交 于 0, 求 证: AE + CD = 
АС. 

分 析 在 AC EUR AF = АЕ, IRL BLAE 7g 
证 明 CD = CF,iX — Hk Uu ili b uE BH A СРО 


SACK 达到 . L 73-74,CO 公共 .再 
从 题 设 条 件 看 , СОВ = 60, Z2 + 23-3 
(ВАС + Z ВСА) = Ө. ЖЕПП, Ж 25 = 60, 2 


所 以 8 = 6. 又 从 点 天 ЕЖ A SLA AOE 





AAO, MAMALO = 215,04 АОС = 6+ 图 13-8 
AI 了 = RE, ABAZI = 60, Р 27 = 一 8， 
A^ CDOS СЕО. 


例 9 ШЕ 13-9 7, ВАС = 99, AB = AC, M JE AC WHIP 
HR AD | BM ЗЕВС FD, BM + E cR UE: Z AMB = Z DMC. 
т — И ЈЕ, Z AMB 5 Z РМС Brie B A AME 5 


^ DMC 不 全 等 . 注意 到 АМ = MC, Z C = + Z BAC = AS , Ë 2 ВАС 
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的 平分 线 4C, 交 BM 于 避 , 根 据 所 要 证 明 的 事实 ,人 AWB = Z DMC. 
可 以 想到 应 有 全 AMC = A CMD , Tj — В # 17] ЕВ T ^ AMG = 
全 СМР , 则 问题 也 就 得 以 解决 . 因此 ,我 们 把 看 眼 点 放 在 证 明 AG = 
PC 或 of= 轴 .图 形 及 题 设 条 件 启 发 我 们 应 优先 考虑 证 明 AG = 
DC , jy xx HT ALZA AGBS A CDA ЖР. 

在 全 468 5 ^CDA 中 , 因 АВ = СА, 4 


Z BAG = Z ACD = 45, Z ABG = ЖР — Z AMB аў 
= Z MAD , Ш А АВС A CAD. Ж AG = РС. LN 
Y | 


ДЕ А АМС ЯПА CMD Ф, AM = МС, С = 


Z MAG = 45°, АС = DC, АМС: A CMD , Hl 13-9 
# Z CMD = Z AMB. 
分 析 二 ”如 图 13 -10 所 示 ., 注 意 到 在 Rt 


A^ ABM 中 , 因 AE |. ВМ, Ж Z МВА, FER K | 
АЕ, С #Е CF | AC ZAD ERKAT p UTR М, 
Ж В: ^^ ABM з БД CAF, MIA LAMB = ” ` 
“下 .设法 证 明 Z DMC = 人 F, 则 问题 获 解 . Ё 

nb С ЕСЕ | AC, 交 AD КЕ, Е 
Ri АВИ 和 Ri 全 ACF tB, ZABM = WP - 
Z AMB = Z CAF, АВ = AC, IE ВА ABMS RAS CAF 8 Z AMB = Z F , 
СЕ = АМ. H МСВ = Z ВСЕ = 45, СМ = MA = CF , W A CMD = 
A^ CFD,# Z F = Z СМР. PRU Z AMB = Z DMC. 


— JR 25 
1. Р, AB = AC. AD = AE, BE 5 CD 相交 于 下 , 则 图 中 全 等 
三 角形 共有 。” 对， 


13—10 
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CB 1 题 ) 
2. ШЕ, FA ABD S A ACE, AD = 5, АВ = 
2, CD- —— 
3. 如 图 , 若 AB | AC, AB = AC, BD = CE, 
40 = ДЕ, РАЕ = — — 





二 .解答 题 

4. 如 图 ,已 知 AB Z СР, ОА = OD, BC 340 
点 ,点 局, 下 在 直线 40D 上 , 且 АЕ = РЕ. ЖИЕ: (第 3 题 ) 
ЕВ // CF. 





77 C 
GB 420) CB 5 RER) 


5. Е, ТЕ ^ ABC "P, AD Ë ВСН ЕЕ, AD = BD, DC = DE, 
BE 的 延长 线 交 AC F Е.Е: ВЕ | AC. 


6. 如 图 , A ABD 和 从 АСЕ JE SERE B f = FUP, Z BAD 与 /CAE 
А.Е: ВЕ = CD, B. BE | CD. 


98 


А B E 
B € c—— 
GS 6 HR) 
{ 第 7 题 ) 


7. 如 图 ,已 知 AB = AE, Z B= ZE, ВС = ED, F R: CD ЙН д. 
求证 : AF 1 CD. 

8. АПИ, AB // ЕР. AE // BD, AF = CD, EF = BC. ЖШ Z C = 
Z EF. 


(Ж 8 RH) (Ж 9 йй) 


9, 如 图 ,全 ABC 的 两 条 外 角 平 分 线 BP、 р (C 
CP ÆT P.K: P ЖАП, EZ ВАС 的 于 分 线 ZN 
E. 

10. 如 图 ,已 知 AE // BC, AD, BD 平分 4 B 


Z EAB.Z СВА, CE 过 点 也 ,求证 :4 = AE + 
BC. 

11. ЕЯ: АОВ 的 ОА 边 上 取 两 点 P 5, BERE OB xi EN 
O AT, 0P-09,0T- 0S, PT 和 QS 相交 于 ,求证 : OX 平分 
Z АОВ. 


{第 10 80) 
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12.1 ^ ABC th, Z АВС = 1200, Z АВС 的 平分 线 交 AC 边 于 点 
M,Z BCA 的 令 补 角 的 平分 线 交 AB 边 的 延长 线 于 点 己 , 连 WP, 交 边 
BC 于 点 下, 试 求人 AKY 的 度数 . 


第 十 四 讲 SE = fal 
知识 点 和 方法 述 要 


1.(1) 三 角形 中 ,有 两 边 相 等 的 三 角形 叫 微 等 腰 三 角形 ,其 中 相 
等 的 两 边 都 叫做 腰 , 另 一 边 叫 做 底 边 , 商 腰 的 均 第 叫做 顶 第 , 8 БУЛЕ 
Л] e fg nu ЕЛ. 

(2 等 腰 三 角形 的 判定 ”如 果 一 个 三 角形 有 两 个 第 相等 ,那么 这 
两 个 角 所 对 的 边 也 相等 . 

(3) 等 腰 三 角形 的 性 质 (RABS: (IWANTI IK 
边 上 的 高 ,中 线 互相 重合 . 

2. 三 边 都 相等 的 三 角形 叫做 等 边 三 角形 ， 

(1) 等 边 三 角形 的 判定 (| ) 三 个 角 都 相等 的 三 角形 是 等 边 三 
角形 ;fi DS — C fHSET. 60P 的 等 腰 三 角形 是 等 边 三 角形 . 

(2) 等 边 三 角形 的 各 角 相 等 ,都 等 于 e. 

з. 垂直 于 一 条 线段 并 且 平 分 这 条 线段 的 直线 ,叫做 这 条 线段 的 
EAFA, MEPER. 

定理 ”线段 垂直 平分 线 上 的 点 和 这 条 线段 两 个 端点 的 距离 相 
等 . 

逆 定 理 ” 和 和 一 条 线段 两 个 端点 距离 相等 的 点 在 这 条 线段 的 迁 直 

平分 线 上 . 


p) RE Wm H | 


Bi AE 14— 1, TEA ABC Ф, BAC = %P , AD | BC, BE 平分 
2 АВС, С 为 EF 的 中 点 .求证 :AG L EF. 
分 析 Bic EF ФН, ИЕ AC | EF, HAWUER AE = AF. 
01 


ВЧ ВАС = ЭФ, 1 + Z AEB = 90, X. 
AD | ВС, 943522 + 23 = 90, А BE 平分 
Z ABC, A Z1 = Z2, f] Z3 = 24, Ж Z4 = 2 
ZAEF "FR AF = AE. X. СБ) EF 的 中 点 ,所 р 
以 AG | EF. Bl 14-1 

例 2 ШЕ 14-2, 1E ABC Ф, / АВС = 
2/C,AD | ВС. AB ЯЕ, і ВЕ = ВЮ, ED | Е,5 AC T 
下. 求 证: AF = DF = CF. 

分 析 КШ AF = DF = CF, ЯЕ HH 


AADF 和 全 FDC 分 别 为 等 腰 三 角形 . F 
H ВЕ = BD, МЕД 2 BED = 2 BDE , X. 
Z BDE = FDC, PRVA, D 
Z ABC = Z BED + Z BDE =2 Z BDE = 2 ° 
Ź FDC, Æ 14-2 
WZ АВС 227 C, BEL Z FDC = Z C, РЕ = 
CF. 


YE В: ЛАРС 中 , / АРЕ + Z FDC = ФР, Z DAC + Z C = Ф, 
Z FDC = Z C, Z DAC = Z] ADF, AF = DF. 
综 上 所 述 , AF = DF = CF ROL . 
例 3 在 全 ABC rp, ВАС < Z ВСА, АВС 是 钝 角 , X DEI 
Z BAC Sz ABC 的 外 角 平 分 线 ( 自 4、8 到 对 边 延 长 线 上 的 交点 ) 之 
КЗ АВ. ВАС 的 太 小 . 
解 ” 如 图 14-3, BAC 5 ABC 的 外 角 平 分 线 分 别 是 AD 和 
BE, X14 BAC = а, ВАМ = 180 – а, МТ 
1= = BAM -90 - 5. 
H AD = AB, hk, 
Z2 2, (89 - Z1) 249 « c. 
从 而 ,可 得 
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Z CBN = Z2-4$9 +2, 
1 _4 а 
Z32-y LCBN = > tg: 
Ej AB = ВЕ, E = Z САВ = a ,RZ3= Z САВ + Z E n[18 
45° а 
+ =ë +a, 


2 8 
解 得 а =12°,Е УРОК. 





图 14-3 图 14-4 
例 4 如 图 14-4, EZ ABC Н, ИВ = 2А, АВ = 2BC OK WE: 
A ABC 是 直角 三 角形 ， 
证 明 TE Z B 的 平分 线 BD 22 AG 于 D, 作 DE | AB, EER Е. 
Ж В= Z1+Z2=2Zl,X В=2/ А, 1=/ А, DA 


- рв. DE | AB , І ВЕ = EA = ЗАВ. ХИ АВ -2BC, 所 以 BC 


= АВ. ВЕ = ВС. 


fE BDE Б ABDC Y, Z1 = 72, ВЕ = BC, BD = BD. PT 4 
A BDE = A ВОС. Ék Z ВСР = Z ВЕР = Р, 
EPA ABC 为 直角 三 角形 ， 

{15 如 图 14 - 5, 在 等 边 三 角形 ABC 
内 取 一 点 D 了 ,使 DA = DB ,又 在 全 ABC 外 取 一 
A E, TË / DBE = / DBC, Н ВЕ = ВА. 3K вё 
Z BED 的 度数 . 

分 析 fE A BDE 中 无 法 直接 求 出 #м-5 
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Z BED ,注意 题 设 条 件 中 有 较 多 对 相等 线段 ,内 此 ,可 利用 三 角形 全 
等 得 到 BED = Z ВСР. РС. A ABC 为 等 边 三 角形 ,有 АВ = ВС 
= СА. ВЕ = BA.BW ВЕ = ВС. У. РВЕ = Z РВС, BD = ВР, к 
A рВЕ A РВС, Е Z ВЕР = „ВСЮ. А AD = BD, ВС = AC, DC = 
Рс, п А ADC= ВРС, 

Z BCD = АС = + АСВ = ЗР. 


Вб 如 图 14-6, 公 ABC d, ZA 的 外 角 平 分 线 交 BC 的 延长 线 
于 点 D, BC Hp M EAD RITR АВ TE Z АС 的 延长 线 
于 FF. 求证 : ВЕ = СЕ. 

分 析 注意 到 M A BC 的 中 点 , 作 CG АВ, X EF T СОХ 
做 ,构造 了 与 全 BME 全 等 的 全 CMC, 从 而 把 BE* 称 ”至 与 CF 共 顶 点 
位 置 ,使 求证 中 的 线段 外 于 一 个 便于 比较 的 位 置 上 . 

A BME= ACMG, A ВЕ = GC. X. EF // 
AD, ZF = <1, ZAEF = 22. <1 = 
Z2,B ГАЕЕ = ZF. М. AEF = CGF, в 
所 以 人 人 CGF = Z F,#8 CG- CFF. 从 而 可 得 BE 
= СЕ. Bj 14-6 

例 7 CASAC 是 等 边 三 角形 ,延长 
BC 到 万, 再 延长 BA Я] E, fii AE = BD, 求 证 ; CE = DE. 

证 一 ”如 图 14 -7 了 ,延长 号 到 有 ,使 DF 
= BC. 连结 EF AK Rat E 

BF = BD + DF = АЕ + АВ = BE, 
ХВ = ӨР, ВЕЕ 足 一 个 等 边 三 角形 . 

ТЕ BCE 和 从 FDE 中 ,EF = KB, Е = 
В, Ре = BC, 故 会 ECB 人 EDF, 有 CE = 
DE. 

证 二 如 图 14-8, 作 DeA CA. BE F 
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G, Mi ^ BDG = Z DGR = Z B = € A ВВС 为 等 
WW GE. 

TA CAE Ж A EGD H, Z4 = Z3 = 20, AE 
= BD = DG, X. AE = AG + GE, BD = BC + Ср, CD 
= АС, GE = BC = АС, Br 2 САЕ х A EGD. 
从 而 得 СЕ = DE. 

例 8 ШЕ 14 - 9, SABC 中 ,要 平分 








Z BAC,AB + BD = АС, B: Z С, H 14-8 
解 EK AB $E ELTE BE = Ар, j А 
ЕС, 
АЕ = AB + BE = AB + BD = AC. В 


延长 AD Z EC ЕЕ, Ар EAE ВАС, к i in ` 
所 以 4 为 ЕС МЕНЕ, 9 DE = DC, 
HZ3 = Z4. 连结 DE, IZ ABC = Z1 772, 4-9 
X722 /734 А, НИ 1=/3+/4,Ң 
“АВС Z2 2(73 4 74) 2473. (D 
У ACE = „АЕС, ВТ Z1] + Z3= Z ACB + Z4, ПАЗ 
Z ACB = Д1 =2/З. D 
HOD, C15 
Z ABC: Z АСВ 247/3:27/322:1, 
Bl ^B: € 2:1. 


ж > +T 四 


— JA 2 
І.П, R DEAF F. C.E dE AG E, В АВ = BC = GD, EC = 
ED = EF. &,/A-285,W^/FEGSETY á. 
2. hp AERE — FOE -- NE ER EST 5922 — EH 378 7g 45^ ,那么 这 个 
АЕ JBS A 0 
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А 
E 
n 
"n 
à 
ex G C 


GB 18D (第 3 题 ) 


3. 3E A ABC P, ZA = 36, Z АСВ = 7°, BD Ж} Z АВС, Z АС 
+ Р, СЕ | BD 4G AB ТЕ, ДРЕ — RUE T TUN. 

4. 如 图 ,在 全 ABC th, Z1= Z2, Z ЕС = Z BAG. AE = АЕ, Z В 
= 6. WA РЈ БЕ АР. BF. АЕ, СЕ, AD. BD. DC, DF 中 与 DE 的 
长 相等 的 线段 有 — Ж. 


(第 4 题 ) (第 5 题 ) 


二 .解答 题 

5. 如 图 ,在 会 ABC Ф, АВ = АС, БЕ 为 过 点 4 的 任 一 直线 , СЕ|. 
ВС, ВЕ | BC. 求 证 ; AE = AF. 

6. А ABC 中 ,最 大 边 АС 是 最 小 边 AB і. 又 如 其 中 一 个 内 
角 是 另 一 个 内 角 的 两 倍 . Ж АВС 不 是 印 角 三 角形 ,求证 ; АВ | 
ВС. 

7, 如 图 ,ACB 900, AC = BC, D АС E— HR, AE SSH BD 
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的 延长 线 于 , 且 АЕ = 二 有 .求证 : BD 平分 
Z АВС. 

8. ЖЕТ НЛ} ABCDE tj. Z B = ZE, 
ZC= ÉZD,BC- DE, M 为 CD 的 中 点 ,求证 : 
AM | CD. 

9. 已 知 AD E TE = fg — RE F PURI, 
РАВ = 6 SK A ABC 的 三 个 内 角 ， 

10. 如 图 ,在 全 ABC Ф, AC = ВС, Z АСВ = 80,0 HA ABC 内 一 
d OX ОАВ 210,7 ABO = XP ck Z ACO 的 度数 . 





(Б тй) 


A B С 


(第 ]0 题 ) (58 12 题 ) 
11. TESEBE A ABC 中 ,AB = AC. MH 4=20 ,在 边 АВ ERA р, 
使 AD = BC.oR ВРС 的 度数 . 
12. Ш, Р A A ABC 的 BC ЕА E G)— A, H. РВС 


- 2 ZA. ВР. CP 的 延长 线 分 别 交 4C LAB F D E ЖЕ: BE = CD. 
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第 十 五 讲 ”直角 二 角形 


1.(1) 直 角 三 角形 的 两 个 锐角 互 余 . 

(2) 直 角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 等 于 和 斜 边 的 一 半 . 

2. 如 果 直 角 三 角形 的 一 个 锐角 等 于 30P ,那么 它 所 对 的 直 骨 边 
等 于 和 斜 边 的 一 半 . 

3.( 由 定理 及 其 道 定理 C |) 交换 一 -个 命题 的 题 设 和 结论 ,所 得 
到 的 命题 与 原 命 题 是 互 逆 命 题 ;( ji ) 原 命题 是 真 命题 , 它 的 逆 命 题 不 
一 定 也 是 真 命 题 . 如 果 经 过 证 明 原 命题 和 逆 命 题 都 是 真 俞 题 ,那么 
它们 组 成 一 对 将 道 定理 . 

(2)( | ;名 股 定理 ”直角 三 角形 的 两 直角 边 a,b 的 平方 和 等 于 
ЖЫ c 的 平方 , 即 a? + b2= et, 

(i ) 多 股 定理 的 道 定 理 ”如 果 三 角形 的 三 边 长 a, 8,c НЫТ 
关系 :e+ b2= co, 那么 这 个 三 角形 是 直角 三 角形 . 


By S "m Ui 


Bii AF 15 1, Rt ABC 中 , CD | AB, CE 39 AB 边 上 的 中 
£k. ВСР: Z ACD 23:1. # CD = 5em,3K DE ЮК. 


Ж A CE ERAB ЕЮ, й СЕ 
= ЕВ =-у AB <1 = В. H Cp L AB, С 小 
= 9Dp ,所 以 “3+ Z DCB = ZB ZDCB = ^ E В 
90 ,可 得 “3= ZB. 所 以 AL1 = 3. 依 题 设 ， E 15-] 
LBCD: ZACD = 3:1, 8 2 = 2⁄1 = + 
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АСВ = 45, FÉ Z DEC = 45, ТЫ DE = CD = Sem. 
12 如 图 15 -2, E HA ABC Ч, CM УАВ 上 的 中 线 , MN 
ГАВ, ACB IPSE 5y2 CN 26 MN 于 让 ,求证 :CH = MN. 
A4— А ИНД N = МСМ. ТЕЗЕ C 
8| AM = MC, МОМ = 45 — Z АСМ = 45° – 
一 4, 故 可 尝试 通过 计算 得 到 一 wm = 45° — 
“А. А M В 
A MN | АВ, ^ NMT = 90, X, Z ВСА 
= XF, CT ÆA ACR , 故 进 而 可 得 


Z N=% - Z MTN = Y? - Z СТВ = ФР N 
-(GZA Z ACT) = 45 — Z A. E 15-2 
分 析 二 ”如 图 15- 3, 同 分 析 一 ,MCN 
-45 - ZA. fE Ree ABC 中 , 作 CD | АВ, C 


E D, #4 ВСР = ZA, Р РСМ = 45° – 
Z РСВ = 45 - Z À , 18 МСМ = Z РСМ. ГЕ AIN 
ЮА ЕВ LUN = Z DON ,而 这 只 是 举 手 之 4 M В 
劳 . 因 MN | AB, ER CD// ММ, N = DCN. J 
例 3 WE 15-4, (EA ABC F, 8D, СЕ 
是 两 条 高 , F. G 分 别 是 BC ,DE 的 中 点 , 求 N 
BF: FG | DE. 图 15-3 
分 析 给 出 如 是 五 的 中 点 ,注意 到 等 
村 三 角形 中 底 边 上 的 中 线 也 是 底 边 上 的 高 ， 


й 
要 证 FG РЕ, FERE FE = FD 即 可 . Е ) 
连接 EF. DF,TE RA ВЕС E Riz ВРС 
中 ,下 为 斜 边 BC 中 点 , 故 EF = DF = 1 BC, А 
F 


A EFD М Е. G 为 DE 中 点 ,所 
Ш FELDE. Ё 15-4 
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例 4 ЖШ 15-5, ААВС, C 290, E 为 48 的 中 点 , СЕ = 
> АВ, РЕ 的 延长 线 交 C8 的 延长 线 于 号 点 .求证 :LD= 二 人 4 

证 明 АСВ - 90, Н E Xy AB rj, 
ik СЕ - LAB, X. CF = 1 AB BIA CE = CF | 
= AE, А = Z ACE, fE CG | EF T С, 





ZLFCG = Z ECG = Y А. су 
fk КА FCD 中 ,FCG + Z РЕС = ZD m 155 
+ РЕС = 9P pf D = Z ЕСС. 所 以 
Др= ZA. 


15 如 图 15—6,^АВС AB Z JE, D. E Е BC LAC 
边 上 的 点 , BD = EC, ВЕ AD 相交 于 F, BG 1 AD T GR EE BU 

8t D AABC 为 等 边 三 角形 ,有 АВ = 4 
BC = CA, ВАС = Z Є = ЄР, X. BD = EC, Bf 
以 CD = ЕА, TE AABE 2 A (AD. Z1 = 
“72. 

在 Rte ВСЕ Ч, dj 

Z BFG = L2 + Z ВАЕ 

= Z1+ Z ВАЕ = P, 图 15-6 

得 FBC = 30 ,所 以 pr -2. 

616 WE 1S -7, ABC Ч, AB = AC, Z ВАС = 200, D RE AB kE 
一 点 ,BDC = ЗР, ЖЕ: AD = ВС. 

分 析 依 题 设 ,2 = Р. ЕЖ] ВАС = 20, AB = АС, n] fE 
AF | CD % CD HERAT E, SiE СЕ = AE, НЮ, HE МЕНД AE = 


l 
z AD. 
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TF AE | CD,3E JE Е, AF LBC, EEX F.H AB poga 
= AC, 所 以 FC = 1 BC. НАЕ = /3-3*,Bi AE- af 


1 
; AD. 





在 RI 人 CAF 5 КЛАСЕ 中 ,1 = 1 ВАС = ІФ, 


Д2 = 23 – Z ВАС = 10, AC AH, ЩА КАСАН 8 F с 
A АСЕ, СЕ = АЕ, ЁТ Ар = ВС. 

DT ЕЕН: = 07 ВЈ ЛЯП, РЗ — 1 Б 
ФУУ —u —EÉPPEJ UBI 1. 

已 知 :如 图 15-8, AM E A ABC 5) BC 
边 上 的 中 线 . 求 证 : АВ? + АС? = 2 ( AM? + 
BM?). | 

证 明 fE AD | BC % BC РР, IS М 
RER, A 

АВ? = Вр? + Ар? 

= (BM + МР)? + АС? — CD? 
= ВМ? +2 BM - MD + МВ? + AC? – (АС? – Ар?) 
= ВМ? +2 BM - MD + MD? + АМ? – Мр? 
= ВМ? + АМ? + 2BM Мр. 
FH, ACM 中 ， 
АС? = МС? + AM? —2MC* MD. 

A BM = MC, 所 以 

AB^ + АС? = 2AM? + 2BM? = 2( АМ? + 
ВМ?). 

例 8 ЖП 15-9, E A7 XOY = 60, M 
是 XOF РН, ERA OX 的 距离 МА = 
2, 到 边 OY 的 距离 MB = 11, 求 OM 的 长 . 

Ж 延长 АМ ZZ OC T С,Ш Z АСО = 


É] 15-7 





Ё 15-8 
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30°, ТЕ КУ МВС P, MC = 2MB = 22, Bt АС = АМ + MC = 24. TE Rt 
A CAO 中 , 设 ОА = x, lj OC =2х. 根据 色 股 定理 ,有 
x^ -24 = (25), 

解 之 得 х=843. 于 是 

ОМ? = ОА? + АМ? = (843)? + 2? = 196. 
所 以 ОМ = 14. 

例 9 ЖШ 15 – 10, ААВС 三 边 的 长 分 别 是 BC = 17, CA = 18, 
АВ = 19. E ABC 内 的 点 已 向 和 4BC BJ 2 231 43 ЖЕЕ К PD, РЕ, 
РЕ(Р.Е.Е т), Н BD + CE + AF = 27.5 BD + BF ЮЕ. 

解 UE BD = x,CE = y,AF = =, DC А 
= 17-х,АЕЁ =18—у,ЕВ = 19— z. iE PA, 
PB PC. 在 RtAPpBD 和 RAPrFB 中 ,有 

x? + PD 2(19—zY + PF, 

同 理 ,有 

y!4 РЕ? = (17 - x)° + PD, 

za. РЕ? = (18- у)? + РЕ?. 

将 以 上 三 式 相 加 ,得 

zt = (17 - x)? + (18 — у)? + (19 — z), 
Pil 17х + 18y + 192 = 487. 
X x + y + z = 27, 

н 0,018 х = z - 1. 于 是 

BD + BF = x + (19 — z) = (z- 1) + (19 - z) = 18. 





É] 15 – 10 


© o 
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1. 如 图 ,已 知 等 过 入 46C 的 周 长 为 6, BD 
EAC 3H ЕНЕ, E А BC 延长 线 上 一 点 ， D 
CD = CE,HEAABDE HARE —_— Žž . 
2, E ABC H, AB 2 3, AC - 4, BC = 5, p E 


WREE, E p ка Б C а, WIRK | 
为 - {第 1 上 题 ) 

3. E A ABC 中 ,48 2243, AC = 2, BC 边 上 的 高 为 /3, 则 BC 3f 
的 长 | 

=,йЕ 

4. 如 图 , 公 ABC 是 等 腰 直 角 三 角形 AB = AC. D рн BC 的 中 
A, ЕЕ УЖЕ ABAC ЕЙ, Н DE | DF, £i ВЕ=12,СЕ=5, 
KADEF 的 面积 . 


E - 
F 
c Ë DEM 


D 
{第 5 题 } 





[第 4 题 ) 
5. WH El, SABRC Hi, А = 90, AM TÉ ВС 


А D 
边 上 的 中 线 , AD 是 BC 边 上 的 高 , АЕ 是 | 一 一 一 一 
Z ВАС 的 平分 线 . 求证 :DAE = Z FAM. N 

" | 


tn 


6. B HA ABC IP,7]0C296,D.E 18 

АС ‚ВС 边 上 的 点 ,求证 : BD? + AE? = АВ? + 

DE. B C 
7. 如 图 ,EF 为 正方 形 4BCD 的 对 折线 ,将 ,第 7 题 ) 
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Z À 沿 着 DK YU ET А 落 在 EF 上 的 6 点 ; 试 求人 DKG 的 
ЖАУ. 

8. 经 过 全 ABC 的 顶点 4 任 作 一 直线 AD, B B, C TE AD HEER 
BD.CE,D.E ЗРЗЕ, M A BC 中 点 ,求证 : Мр = ME. 

9. ZEA ABC 中, 若 ABLBC 上 的 高 不 小 于 其 边 , 试 求 该 三 角形 三 
内 角 的 度数 . 

10. 如 图 ,总 四 边 形 ABCD Ч, Z ADB = / АВС = 105°, / РАВ = 
Z DCB =45°, Æ 点 到 直线 BD 的 距离 为 101, 试 求 CD В. 

11. 在 等 边 人 ABC H DLE 23E BC AC 上 一 点 , 且 АЕ = CD, 


AD У BE XE. F,AF = y BF ,求证 CF ВЕ. 


С 


(第 10 题 ) {第 11 88) 
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第 十 六 讲 ” 三 角形 中 的 不 等 式 


|l. 三 角形 任意 两 边 的 和 大 于 第 三 边 , 三 角形 任意 两 边 的 差 小 于 
第 三 边 . 

2. 三 角形 的 任 一 外 和 角 太 于 其 不 相 争 的 任 一 内 角 . 

3. 车 三 胡 形 中 两 佣 不 等 , 则 大 和 角 对 大 边 , 小 角 对 小 边 ; 反 之 也 成 
М. 

MI: ААВС, С> ZB. 

求证 : AB > АС. 

证 明 : 如 图 16- 1, 在 射线 AR 上 取 AD = 
AC, 连结 CD. VW ZC > ZB, ACD = 


ДАРС - 3 (180 - ZA) - X (СВ + Z ACB) 


|) 
< (АСВ + АСВ) = Z ACB. SX HR р 
H 


ТЕЛ АВ Е, АВ > AC. 

[ЖЕЕ] ub fg ERE. E] 16-1 

4. ЖИЙ fE РИ WJ АЯ] KISS . ЖИА КН XH ЖШ. 
小 人 角 对 小 边 ; 反 之 亦 成 谋 . EH RA 5). 

5.(1) 直 和 角 三 角形 中 和 斜 边 大 于 直角 边 . 

2) 直线 外 一 点 刘 直 线 引 垂 线 和 圭 线 

(DEREN; 

(DRR EST М ТИНЕ ЖПБ K НОВНА К. 
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例 zh а H 


例 1 EH P X ZABC 内 任意 一 点 ,a,8,c HA ABC Н. 
证 : 


(0 方 (e+b+ce)<P+PB+ PÜ < a+ b+ c: 


(2) АВС 为 边 长 为 上 的 等 边 三 角形 , 则 下 +PBATPC<2. 
ШЕ (1) 26,8 РА + PB > e. PB + PC > a, PC + PA > b A 


加 即 得 PA + PB + PC» (a b+ с). 
延长 BP ^E AC ОСИ 16 — 2) , 99) 
АВ + AC = АВ + AQ + QC > ВО + СО 
= BP + PQ + QC > BP + PC. 
п) 
BA + BC > PA + PC, 
CB + CA » РВ + РА. 
相 加 即 得 
РА+РВ+РС<АВ+НС+СА=а+ b + e. 
(DiE PEDE // BC Ж AB.AG "Y DLE , Wl 
A ADE 仍 为 等 边 三 角形 ,如 图 16 - 3. 不 妨 设 
Z APD >90, NĄ AD > AP. У DP + DB > РВ. 
EP + EC > PC, 所 以 
PA + PB + PC < AD + DB+ PD + PE EC, 
= АВ + AC = 2. 
例 2 ШЕ 16-4, MN // BC, A.D TE MN 
К.Н AB = AC.OKUE: AB + AC < BD + DC. 
分 析 [H AB - AC, MN // ВС. ЭД AN 8 A ABC 的 一 条 外 利平 


М, EE: BA ZE, {Ë AE = AC, Ë ED W ACD 2 А AED, 有 





图 16-3 
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DC = рЕ.ї DE + DB > BE = AB + АЕ = AB + AC, E^ 
故 命题 成 立 ， ма D N 
С 


Ж 利用 角 平 分 线 常 可 构造 全 等 三 角形 ,使 
对 应 线段 移动 到 有 利 问题 解决 的 也 置 . 


例 3 如 图 16-5. 时 是 ABC 中 一 BC 的 平 3 
分 线 上 尾 一 点 ,48 > AC.oK lE: MB – MC < AB - 图 16-4 
АС. 

分 析 设法 直接 构 作 出 МВ - MC 及 AB 
- AC 这 两 个 差 所 对 应 的 线段 ,并 将 它们 集中 
在 一 个 三 角形 中 或 集中 在 便于 比较 的 位 置 
上 ,无 疑 角 平分 线 为 这 提供 了 便利 . | 

Bl AB > AC, 故 可 在 АВ 上 取 一 点 也 ,使 
AD = AC, Й BD = AB — АС. 连接 DM. HW 16-5 
РАМ = Z САМ, АМ 公共 , AD = АС, ADM = А АСМ ,有 MD 
= МС, 08 BD > MB - MD = МВ – МС, ВІ MB — МС < AB - AC. 

例 4 ПЕЧ 16-6, АМ E A ABC 的 中 线 , Z1 Z2,Z3= 24. 
ib: EF < ВЕ + CF. 

分 析 ЖЕ, ЕМЕ = ФР, ME | MF. А 
X BM = МС, EK FM 2 С,{@ FM = Мб, 


即 可 得 到 EC = EF, FA AMCF A МВС, ТЕ F 
A ВСЕ 中 则 集中 BE 及 分 别 与 EF. FC 相等 的 „^з З 
线段 , 便 相 利用 同一 二 角形 中 不 等 关系 使 傅 题 Ps 
Ak WF. 
延长 FM "jp c,f MG = МЕ. BC. Æ 16-6 
ЕС. М BM = MC, ЕМ = GM, Z ЕМС = 
Z GMB ,Pr A FMC= £A GMB , 6 FC = BG. 
B/1-72,23- ZA 2357 x 1809 = 90^, HI ЕМЕ 


-O9(,EM | CF. X. FM = GCM, 所 以 EM E FC HEREA. A ЕС 
117 








„= 
C3 aT 
=. 
` 
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< ВЕ + BG PL EF < ВЕ + CF. 

例 5 (EAABC IA A'P'C'B,AB = AB ,АС- А'С'. 

(1 如 果 一 4> ZA KE: BC > ВС; 

(DUWE BC» ВС КИ. А> Z A'. 

ШАЯ (1) 将 全 4B8'C' 移 放 到 全 ABC 处 ,使 A B'E A E£, B. 
使 A'C' 55 AC 都 在 AB 的 同一 合 . 因 一 4 > А' „К АСТЕ А 
的 内 部 . ВАА ВСН A ABC" ERE I. 

CLER CHERE BC 上 (图 16-7), Е/ САСА AD 
3E BC Y D,E£5 С). t АС= АС'/1=„/2,АР = AD («RA АСр= 
AACD, $ СР = CD.ÍH BD + CD» ВС". BD + C'D = BD + DC = 
ВС Ж BC > BŒ, Bp BC > В'С'. 





[| 16-7 
(li 如果 СТЕ BC 上 (图 16- 8), 8] BC = BC + СС > BC' = 
Bu. 
ЕСТ), СП). BC» BC. 





图 16-8 
(2) WM ZA = ZA, RRA A ARCO AA'B'C,. М ВС = 
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В'С' SRRA T E MRA А, Н AB= A'E', AC = АС М 
(1) 知 BC < B'C' t УЛЕА. 

i 有 了 (1) 作 某 础 ,(2) 采 取 了 反 证 法 ， 

例 6 在 锐角 三 角形 АВС 中 ,4B > AC, AM Ф, P ЈА АМС 
内 一 点 ,证 明 ;: PB > РС. 

ЖЕН ”如 图 16 -9, 在 和信 ANMB 和 和 公 AMC 
中 , АМ 是 公共 边 , BM = МС, АВ > АС, WI 
Z AMB > Z AMC PEV Z AMC <90. З P TE 
PH | BC,3 E75 Н. Н ERE MC 上 . BH > 
BM = MC > HC. THÉ PB > РС. В 

例 7 如 图 16- 10, 在 线段 BC Ta] RUE PU 
个 三 角形 入 4BC 和 全 DBC, 使 得 АВ = AC, DB 
> DC, B. AB + AC = DB + DC. ж AC Ж BD ЖТ E, KiE: AE > 
DE. 

证 明 HEC GE 

2DB > DB + DC = AB + AC = 2AC, 

故 DB» АС. 

在 BB 上 取 点 F, 使 DF = АС,Й CD + ВЕ = 
AB = AC. ААВС 中 ,AF + BF > АВ, ДУ AF > в 
CD. 

TEAADC 5j ADF P, AD 为 公共 边 ,4C = 
DF,AF > CD, |> 一 2, 进而 可 得 АЕ > DE. 

例 8 求证 ;在 三 角形 中 ,大 边 与 它 的 高 的 和 不 小 于 小 边 与 它 的 
高 的 和 . 

已 知 : 如 图 16- 11, ААВС "P, AB > AC, BE | АС T E, CF | АВ 
于 下 ,求证 : AB + CF АС + ВЕ. 

和 证明 i$ А8 = с,АС= Б, ВЕ= hy, CF = he, M 





Ef 16—9 





Ж 


图 16 — 10 


, 1 1 
$ давс = 2 Эһь = э thes 
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By = NT =k,f c= ЫЕ, h,= ch. 


MZ A ӨРЕ, АС > СЕ, Е b > ,于 是 7 E 
c-bzb(k-D»h(k-l)-Ak-h,- 
h,— ha, C 
AVE c + h > ba А, BB AB + CF > AC + 
图 16-11 
BE. 
ЩА = РЧ, AC 55 CF Er, AB 15 BE SE A 


合 , 有 АВ + CF = AC + BE. 
综 上 所 述 ВАД У. 
$49 Е 16-12, D. E 是 等 腰 公 4BC 底 p D E è 
边 BC 上 的 两 个 三 等 分 点 ， 求证; 一 BMD < 
Z DAE. i, 
分 析 B BD = РЕ, AD EA ABE ЮН, =” 
延长 AD 至 ,使 DF = АР, Ж EF, Wj A DEF c 图 16—12 
A DBA , Z BAD"35" Æ Е, ARS EB] EF > AE. 
BZ AEB > Z С-/ В, АВ > АЕ. TH EF > AEQ Z FAE > 
Z Е, BAD < Z DAE. 


1.9 D ААВС 内 任意 一 点 ,求证 : 4B + AC > DB + DC. 

2.# A ABC 中 , AB > AC, D 为 BC 的 中 点 . yK HE: Z BAD < 
СО CAD. 

3. A ABC 中 ,AB > AC, AD E: BC WH E PER, P E AD E-S. 
求证 ; Z PCR > Z PBC. 

4, “А ABC 中 ,CE JE AB i БИТЕ, BE J& AC 边 的 高 ,AB > AC KR 
TE: HE > СЕ. 

5. A ABC t, AD E A 的 平分 线 ,4B > AC. ЖИЕ: BD > DC. 
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6. WE, AB > AC, ЕК BC 到 天, 使 СЕ А 
= СА, ЯК CB 到 上 DD, 使 BD = АВ, WE: AD — 
> AE. B # c E 

7. 求 证 ;如 果 三 角形 一 边 上 的 中 线 小 于 
这 边 的 一 六 ,那么 这 个 三 角形 是 钝 角 三 角 
形 . 

8. A ABC "B, AB > AC, А > 99, AB. AC 的 垂直 平分 线 分 别 交 
BCT D.E FE KiE; АР > AE. 

9. ШИ, E A ZD BA НАЕ СА E мв к 
ZA ABC 的 外 和 角 , 它 们 的 角 平 分 线 分 别 为 | 
BM CN, B' „С' 579129 BM Жї CN 上 任意 一 
点 .求证 :全 4BC HERK < SABC REK. 一 Mi 

10. ABC F, BG > CA > AB, AD У ВЕ 
HAERA, ETA L 求证: IE ID. {第 9 题 ) 


(98 6 RB) 
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第 十 七 讲 ”平行 四 边 形 


1. 两 组 对 边 分 别 平 行 的 四 边 形 叫做 平行 四 边 形 ， 

2. 平行 四 边 形 性 质 

( |) 对 角 相 等 . 

(ii 对 过 相等， 

推论 ” 夹 在 两 条 平行 线 间 的 平行 线段 相等 . 

О УЗ Н ЗЕ. 

3. УАН, — 5 2k ЕЕ 0 — ZR ECERIEJEP Es , ni 
Mes ЗЕ га Ж. 

4. 平 行 四 边 形 的 判定 

(i) 两 给 对 角 分 别 相 等 的 四边 形 是 平行 四 边 形 . 

( fi) 两 组 对 边 分 别 相 等 的 下边 形 是 平行 则 边 形 . 

СНА EL FECE AES 035) ROT HTPR DE 

(jy 一 组 对 边 平行 旦 相等 的 四 边 形 是 半 行 四 边 形 . 


py m 精 Vi 


例 1 E 17-1, io ABCD ЧАТИ а, ЛРЫ PHA Xi Е 
ER, ER J EH. CFRE: ПЛЮ EFGH JA TTEUXIE. 
证 明 设 AC、BD ET OO. Ж, A0- p 


r 
OC, Z ADE = / СОС, EXE. В Z2.AGE 2 Ri X 
A СӨС, 18 OE = OG. Ji] ОЁ = OH. КАЛ EE 
Ж EFGH 为 平行 四 边 形 . 
例 2 ШЕ 17—2,1ЕгтАВСР 中 , АЕ | 图 17-1 


]22 


BC,CF | AD, DN = ВМ, ЖИЕ: EF 与 MN Н. 4 F p 
相 平分 ， AZT 

分 析 “只 要 证 明 四 边 形 MENP 是 平行 7A 7L [7 
四 边 形 即 可 .观察 图 形 , 题 设 条 件 为 证 明 对 边 “ 
相等 提供 了 较 多 便利 . 

在 口 4BCD P, АВ = Ср, Z B = В, й 
Rt^ АВЕ CDF ,有 ВЕ = DF. V. ВС = Ар, CE = AF. В BM = 
DN , EE АМ = CN A MBE A NDF ,# ME = МЕ „А AME A CNE. 
进而 有 EN = FM ,所 以 四 边 形 ENFM 为 平行 四 边 形 . EF, MN 互 相 平 
分 . 

例 3 mE 17-3, TEC; ABCD 的 两 边 CD. CB 的 外 侧 分 别 作 等 边 
A CBE ЖАР A CDF ,求证 : A AEF 是 等 边 三 角形 . 

分 析 根据 对 称 性 , 若 EA = EF RWE, M E 
则 理 可 证 得 FA = РЕ. ЫЕ KA = EF ,可 通过 
证 明和 从 КАВ A EFC 得 到 , 依 题 设 , 关键 在 于 ^ 
HEBA АВЕ = Z ЕСЕ. В 

因 四 边 形 ABCD 是 平行 四 边 形 , 故 人 1l+ D 
22 = 180°, М A CDF 和 公 СЕВ 都 是 等 边 三 角 
形 , 故 ~3= Z4= Z5 = ӨР, Р 

ZABEZ Z1+ Z3= Z1+60 

Z FCE 330 —7Z4- Z5- 72 

= 360” - 6(° — &P — (1807 – 72) 
= 二 1 +60, ‚ 

АВЕ = / FCE. X. АВ = CD = CF, ВЕ = CE, ВТ AABE = 
A^ ЕСЕ, FE АЕ = EF. |n] AF = EF. A AEF 是 等 边 三 角形 . 

д ШШ 17—4 FIR, C2ABCD Ф, DE | AB Ғ E, ВМ = МС = 
DC. 求 证: Z ЕМС = 37/ BEM. 

分 析 Му EMC E А BEM 的 外 角 , 有 EMC = ZB + Z ВЕМ, 
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BH 17-2 


Ё 17-3 


ERE, АЕН ZB = 277 BEM .但 难以 直接 利 
НА BME ЦЫ S E, ИТН EDI E: REC 
ЕМ, Ж DC ERA FF. 这 样 做 , Z MCF = 
СВ. ZF = BEM. 于 是 问题 转化 为 证 明 
Z FCM -27 F. РА 
E АВ// Ср, Z F = ZBEM. X рЕ С p 
| АВ, DE | DF. N| M 5 BC 中 点 , BM = 图 17-4 
MC, EE Z& BME = A СМЕ, P| $$ ME = MF , ИЛ 
ГЕ = / ЕРМ, У. МС = CD,BEIELZCDM- Z CMD. TE. 
Z MCF = Z СРМ + Z CMD = 2 FDM =2 Z Е, 
从 而 ,有 
ДЕМС = Z F+ МСЕ = 3 F=3⁄ BEM. 
例 5 如 图 17 - 5, ААВС 为 等 边 三 角 
形 ,D .FF 分 别 为 CD.B4 上 的 点 ,有 CD = BF, 
以 AD 为 边 作 等 边 和 人 ADE. 求证 : P LE 
CDEF 为 平行 四 边 形 . Ë 


分 析 容易 看 到 全 ADC 关公 C1B ,利用 等 C 
边 三 角形 AED, А19 CF = DE. S: BRUEBH CF 
// DE , s RB BI E] Xu. ЭҢ, ПРАВЕЕ 71 = 
LAAF. 

3 + Z BAD = Z2 + Z ВАР = 60 , Pr 73 = 22. H Mi 3 = 
ZA. EZ AEG 与 人 DGB F, Z АЕС = Z В = 6,7 AGE = Z BGD , BR 
L4= L3. PAZI = 74, CF // DE. X. СЕ = DE, PIRJE CDEF 
为 平行 四 边 形 ， 

例 6 如 图 17-6, 在 全 4BC TP, Z ACB = WP, CD | AB, D AÉ 
E,Z ABC 的 平分 线 BE 交 CD 于 G, 交 AC + E, СЕ // АВ,Ж AC + 
F RHE: AF = CG. 

分 析 注意 到 СР AB, TE. GH // AC, 可 得 平行 四 边 形 4HGF , 进 





Ё 17-5 
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而 有 CH = AF. ЖІ AF = CG, BIHE GH = CG Ж C 


c 

BEUEB] А BGC x5 A BGH ,问题 便 可 得 以 解决 ， Р ELIN 

在 RtA4CB P, ZC =90°, CD | AB, EZ A < =, 
+Z ABC = Z3 + АВС, 0] 18 ZA = 3. 所 以 
Z3= ZGHD.X Z1=Z2,BG 公共 ,故人 BGC 817-6 
SA BGH ,可 得 CG = СН. AF = CG. 

87 如 图 17 – 7, ABCD 内 , AR. BR. CP. DP ^r 9 43 ZA, 
人 B.ALC、AD 的 平分 线 .求证 : SQ = АВ ~ BC. ` 

证 明 ЗЕК АК. СР 分 别 交 CD AB FL, D 


Í 
rr 
K. WWE, A1 = Z2,Z3= 一 4. 因 AB/ Ср, 
所 以 2%, A 


K 
Z243 = (Z DCB + Z ABC) 


Æ 17-7 
= i x 18 =90， 
HIZ BQC = 90. X BQ 公共 ,所 以 RA BQC S RA BOK, 可 得 CQ = 
OK, BC = BK. 
同 理 AS = LS. 


因 L5= /2=- СДА LGB ALI KC. XC AKM LC, 


故 四 边 形 АКС, 是 平行 四 边 形 , KC = AL. FÆ AS. КО, Wn X 
AKQS 为 平行 四 边 形 ,可 知 : 

SQ = AK = АВ- ВК = AB - BC. 

例 8 如 图 好 -38 四边形 ABCD 为 平行 四 
ШЖ, АС 为 边 在 两 偶 各 作 一 个 正三 角形 4CP 
和 正三 角形 4C0 .求证 :一 BPP = / DOR. 

分 析 ” 若 能 证 明 四 边 形 BQDP 是 平行 四 边 


МУ 
形 , 即 可 得 到 一 BPD = РОВ. [г ABCD 的 对 “ 


Ж BD „АС 平分 于 4C "PRO ARS fr NA E 17-8 






TEE REX, 只 需 证 册 РО 的 中 点 也 为 0 ,问题 即 可 解决 . 

连接 BBD, 设 与 AC 交 于 0. 因 四 边 形 ABCD 为 平行 四 边 形 , 坝 
АС „ВР 相互 平分 于 0., B АР = QC, AQ = CP, 故 四 边 形 AQCP EF 
行 四 边 形 . 连接 РО, РО 与 AC 相互 平分 于 点 0. 在 四 边 形 BQDP 
中 ,08 = ОР, OP = 00, 所 以 四 边 形 BQDP 是 平行 四 边 形 , Z BPD = 
Z РОВ. 

Bio WE 17-9,/;ABCD P, M.N 918 AD AB 上 的 点 , 且 
BM = ND ,其 交点 为 Р.К: СРВ = Z CPD. 


证 明 连结 МС, АС, 则 Samec = + += 
Sunc» Sanco = у Soano» 所 以 Sage = xs / 
Sanep. TE CE | BM, CF | ND E. F УЖЕ, 
则 Sanace =-у MB- CE, Sac = у ND: CF. I Е 17-9 
ВМ = ND, 所 以 СЕ = CF. li jx C fE Z BPD 的 平分 线 上 ,有 人 人 CPB = 


Z CPD . 


1. 如 图 ,四 边 形 ABCD 是 平行 四 边 形 , 全 ABE ЖП A CDF 是 等 边 
三 角形 , 且 ЕС | BD,FH | BD,G.H 分 别 是 型 足 ,求证 : EG = FH. 


А 
Е 
F 
{第 1 题 ) (第 2 题 ) 


2 .加 图 ,在 4BCD rh, E 9 CD 上 一 点 , 且 DE: EC =5:3, 连 结 
АЕ „ВЕ ‚ВР, AE. BD VF. F , EZ DEF, A BEF АВЕ 的 面积 分 别 
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为 51、S2、S3, 求 54:52: Sa. 

3. 若 平行 四 边 形 PORS 的 各 顶点 在 另 一 个 平行 四 边 形 ABCD 的 
各 边 上 , 试 证 :这 两 个 平行 四 边 形 的 对 角 线 过 同一 点 . 

4. E A ABCD P ВСЮ, AE 06 BD T C, Samc = 1, 求 
S Авер: | 

5. 如 图 ,以 全 4BC 的 二 边 4B AC 为 边 向 形 外 分 别 作 等 边 作 AB 
MFA AACE, XU D. A. E 为 顶点 作 平 行 四 边 形 4AEFD. 求 证 ; 
A ВСЕ 是 等 边 三 角形 . 

6.1 XE EC AB.CD HZ 0, B АВ = 2, Ср = 1,7 АОС = 60. 
HE: AC + BD x43. 





В 


{第 5 题 ) | ` {第 7 题 ) 
7. 如 图 ,4 地 和 8B 地 上 位 于 一 条 小 河 的 两 俩 ,河岸 п. 彼此 平行 ， 
要 架 一 条 与 河岸 垂直 的 桥 , 桥 性 应 如 何 选择 ,才能 使 4 到 号 的 路 程 
RH. 
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BT/OH WESE EJK 


1. NUP RO ` 正 方形 都 是 特殊 的 平行 四 边 形 .彼此 间 关 系 如 下 


A. 
WA p 
go Bg 
тшм 
ote KS 
D py 


2. (ПАВЕ; 

(i) 四 个 角 都 是 直角 ; 

( li ) 对 角 线 相等 ， 

( i) 有 三 个 角 是 直角 的 四 边 形 是 矩形 ， 

(有 自 ) 对 角 线 相等 的 平行 四 边 形 是 矩形 . 

3. CJE ВРЕЛ: 

( | )} 邯 形 的 四 条 按 都 相等 ; 

( ) 莹 形 的 对 角 线 互相 垂直 ,并 且 每 一 条 对 角 线 平分 一 组 对 角 . 
(2) ЕЕ: 

C i ot Eb +H BJP J RAE; 

СПЕ EL FHSE Е АРААР. 

4. А 4811482 3F E Н Ент CIE 7 


正方 形 的 性 质 : 
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(1i) 正 方形 的 四 个 角 都 是 直 ,四 条 边 都 相等 ; 
( ji) 正方 形 的 两 条 对 角 线 相等 并 且 互 相 垂直 平分 ,每 条 对 角 线 
平分 一 组 对 角 . 


B) zh WE Ui 


ml 如 图 18— !, EEFE ABCD 中 ,0 是 对 角 线 AC 的 中 点 ,过 
O 1E AC RHE, AS BCLAD T EF. AB = 2cm, BC = 4cm,jK 
下边 形 AECF 的 面积 ， 

E 因 O ACHA, EFI AC, E j 
EF 为 AC ЕВЗ 28, АЕ = EC. i 
BE = хот, CE = AE = (4 ~ x) em. W 
名 股 定理 ,有 АЕ? = АВ? + ВЕ?, Hf 

(4 x)! = x? 4 4. 


ШЛЕ х= y. РЕ BC= (em). BI 
I| A0 = ОС, Z FOA = ЕОС, Re ` 


A FÜASSRIA ЕОС. 918. AF = CE. X. AF / СЕ, ВЖ AECF 为 平 
行 四 边 形 . 

Scr = EC: АВ = Э х2 = Seni). 
BD BOR. 

$42 如 图 18- 2 所 示 , 和 矩形 ABCD Ф, CE AN 
l] BD T E. AF Fi BAD, 5 EC 延长 线 于 
F,R: СА = СЕ. 

分 析 ”只 需 证 明 二 1 = Z F. 注意 到 AF 
4t BAD, A 21 = 45^ – /2, BC. НЕН Z F 
= 459 - 7/2. 

H CE | DB,i Z BEF = 90, Z F = ФР – 








Z4,X. АЕ Жү Z BAD. 2 ҒАР = 45°, Z4 = Z FAD + 3 = 45° + 
З.В Е = ФР — (45° + Z3) = 45 — 23. 8/1 = 45° -一 R.Z2 
= 23, RAZI Е. РЖ СА = СЕ. 

例 3 如 图 18-3, 正 方形 ABCD 中 ,直线 AM 1 AC. A REE, 
在 AM FERAE, {E E 5 Р АС, Н BE = BD, BE Ж AD 
于 下 .求证 ; DE = DF. 

证 明 ЖЕНИ, AC | BD, AM | AC, lk 
AM // BD.34 E {ЕЕС | BD, G HEE, Mj AO 

M 


- EG. X. A0 - 1 AC - 1 Вр, EG = T BD. 


H BE = BD, 所 以 EG = 广 妈 .进而 可 知 





ВЕ = ЭР, Z DEB = 1 (18 - 30°) = 7. 图 18-3 
M Z DFE = Z FDB + Z ЕВР = AS" + ЗОР = 25, PTZ DEB = Z DFE, 
即 得 DE = DF. 

例 4 如 图 18 - 4, 正 方形 ABCD Ф, EF // AC, AG = 如, 连结 
СЕ ,并 延长 交 DF J M. KE: Z AMG = Z G. 

分 析 RREH AG = 4U .注意 到 АМ D 
R^ GMD 的 中 线 , 若 能 证 明 Ир = ФР, 
问题 即 可 得 以 解决 . | Ё 

在 正方 形 ABCD 中 , 因 EF // AC, lk x 
Z ВЕЕ = ВЕЕ = 45°, n] ll ВЕ = BF, 进 而 
有 AE = CF. X. АС = CD, I FRA РСЕ У Ва 
AGE, AZG = Z ЕС. МР Z G + Z СРМ = Z FDC + Z GDM = 
W, FEZ GMD = WF. Н AG = AD, PVA АМ = AG. 

例 5 ЖШ 18 5, A ABC Ф, 2 ВАС -€P,AD | BC,D ЖД. 
在 BC ERR BE = BA, E EF BC AE AC T FEES BF Ж AD T С.Ж 
证 ;四 边 形 AGEF HAIE. 

证 有明 В RAC= Z BEF = Фр, ВЕ = BA, BF 公共 , 故 RA BFA 
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图 18-4 


18-5 









М 


АНАА ВРЕ. БВ AF = FE, Z3 = Z4. H AD А 
ВС, EF | ВС, АЮ // ЕР, ZA Z5, WPA /> 
Z3= Z5, АЕ = АС. АС. EF, 四 边 形 Я : 
AGEF 为 平行 四 边 形 , 有 GE = АЕ. ВТ AG = 
СЕ = EF = ЕА, ЛЖ АСЕР ESIE. 
例 6 已 知 18-65, 四 边 形 ABCD Н, Z ABC = Z ADC = ӘР, М RE 
AC 的 中 点 , MN_L BD H5 MD 的 平行 线 BN 相交 于 NN. 
(1) 求 证 ;四边 形 BNDM ESSE. D, 
(2)# Z BAC = ЗФ, АСР = 45°, КЭХ ` 
BNDM 相 邻 两 角 的 度数 ， . <Ç 
证 明 (1) BIZ ABG 2900, M 为 AC 的 中 / M 
| а 1 ， 4 à 
AS BM = > AC. HA DM = АС. BM 
= Dif, 因 MN | BD, Er VA MN 为 线段 BD 的 图 18-6 
牌 直 平分 线 ,可知 DN = BN, Z2 = 73. X. BN// DM , 8 Zá = Z3 = 
ЄЗ,& DM = DN. 于 是 DM = МВ = BN = ND ,四 边 形 BNDM HAW. 
(2)#E RA ADC Ф, ACD = 45° „ЩЩ A ACD SRE BE f 9, 
ЮМ L AC, Z DMC = Р. TE A ABM 中 , AM = ВМ, B| Z ВМС = 2 
Z ВАС = 60, ТЕ Z DMB = 150. FEZ MBN = ЗОР. 
ф{7 如 图 18 -7, 正 方形 ABCD 中 ,P 为 BC 上 一 点 , A0 平分 
Z PAD. ЖИЕ: AP = ВР + DQ. 
证 一 {ЕРА 上 截取 PE = BP, 连 结 并 延 , 
KX AQ F М,Ж AD 于 F, 则 PBE = РЕВ 
= Z AEF. (Ñ АР// BC К РВЕ = Z BFA. F 
Ж AEF = Z BFA, ПЯ AE = AF. X. Z1 = 
A2, 所 以 AM | ЕЕ. КА BAF iB, АВЕ + 
ZAÀAFB- і + AFB,B АВЕ = Z1, X. АВ 5 
= AD, Z BAF = D = 9, ТЕ RA ВАР: В! 187 
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AADO, Ñ AF = DQ. T Hé AP = ВР + DQ. 

证 二 Е 18-8, КЕ CB 到 G6, 使 BG 
= DQ. ТЕ А ADO 与 人 ABC th, Z D = Z ABG 
= XP, AD = AB, DQ = BG, k ADOS, 
A ABG, Z1 = Z3, ZDQA = ZG. BLZ = eI 
L2, BTEA Z2 = A3. 进 而 有 PAG = Z BAQ. 

因 AB / CD, PRVA Z ВАО = Z DQA. + ж 
Z PAG = Z 6,18 РА = PG. 从 而 有 

AP = PG = ВР + ВС = BP + DO. 

例 8 已 知 : 如 图 18 - 9, 过 正方 形 ABCD р 
的 对 角 线 上 一 点 P E PE | BC, EEN E. E 
PF | CD, ŒA FRE: AP = EF, AP | EF. 

分 析 易 见 四 边 形 РЕСЕ 为 矩形 ,可 将 对 
角 线 EF 转移 到 PC 位 置 , 利用 BD JE AC ЖЕ 
直 平 分 线 , ДЕ AP = EF. SkuE AP | EF, ^ 
НЕК AP Z EF T C, ТЕ ВН СРЕ + ^ —— 图 18-9 
Z РЕС = Ф. 

B] PE | ВС,АВ | ВС, ЖЫ AB // PE, Z4= Z. АВ = ВС, 
АР = РС, ВР AH, BELLA РВА < A РВС. 可 得 人 2= 771. 又 在 矩形 
中 2= AS 于 是 3= 4 所 以 4+ Z РЕГ = Z3 + Z PEF = ФР, 
有 PG | EF,8B AP | EF. A 

Bio E H; E 为 正方 形 ABCD 内 一 点 ,一 ECD H 
= LEDC = 15° ,求证 :和 4B8 为 等 边 三 角形 . 

证 一 Ш 18-10, CD 为 一 边 向 形 外 作 等 p 
边 三 角形 РЕС ,连接 EF, 2 ЕРЕ = Z ЕРА = 75°, 
DE = DE, DÀ = DF, К^ ЕРЕ A АрЕ, V] $3 EF =, 
AE, X EF 为 CD FE EV AE EX, Z DEF = 90 – 15 
- 75, 从 而 有 FDE = Z FED, ШД ЕЕ = РЕ = pA, 818-10 
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于 是 АЕ = ЕЕ = РА E)E] ВЕ = EF = BC. Щ AD = BC = 4B 可 得 АВ 
= АЕ = BE. A ABC 为 等 边 三 角形 . 

证 二 ”如 图 18 -11 以 AB 为 一 边 在 正方 p 
形 ABCD 内 作 等 边 全 ABE', 则 AE' = ВЕ = 
АВ, ЕАР = Z E! BC = ЖР ~ ӨФ = ЗР, X. AD 
= ВС, Л АЕ' АР АЕ ВС, 8 рЕ = CE'. 





H AD = AE' , ВТ ADE' -4 (180 - 30) = 
75, Z E'DC = 15°. AR РЕ 5j DE EA. 
BB CE'5 CE 重合 . 故 ЕБ E ЕЁ, АВЕ Ш 
等 边 三 角形 АВЕ. 

Ж 证 二 采用 了 同一 法 ,同一 法 是 一 种 间接 证 法 . 一 般 步 又 是 
先 根据 要 求证 的 结论 作出 一 期 形 ,再 通过 推理 ,证 明 作 出 的 图 形 与 按 
题 设 条 件 所 作 的 图 形 辣 一 ,从 而 推 得 结论 成 立 . 


练 > 十 人 


1. 四 边 形 ABCD EFE, АС, BD EHA, Z ABC = 30 , sË E 
AB? = AC- BD. 

2. 如 图 , Æ E ABCD rh, Z ODA = Z ОАР = 
Z BOC ,求证 :BO = ОС = АВ. 

3.6 Ж E Pr fli A ABG tH, D ЕНӘ AB 的 中 
5,0 ЖАР E—A,P jÉ DB. 上 一 点 , 0E LAC 于 EE， 
QF CB T F, PH AC T H, PC СВ 于 6G, 求 证 ; в 
С EDH = Z FDC. 

4. 设 如是 正方 形 ABCD 的 边 DC 上 一 点 ,连结 


AG 并 延长 交 BC 延长 线 于 KRE: 1 (AG + AK) > AC. 


5. 如 图 ,将 边 长 为 1 的 正方 形 ABCD 2% À 点 按 道 时 针 方 向 旋转 
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E] 18-11 


+ | 一 


(第 2 题 ) 


FEAR CDP 的 位 置 , 求 这 两 个 正方 形 重生 部 分 的 面积 . 


C B 
S Í 
P ' 
C5 
D' E A F 


GB SED CB 6 ER) 
6. 如 图 , EP ABCD 中 ,4D = 2AB, XE TK AB 到 FF, 使 BF = AB, #E 
长 BA 到 EF, 使 EA = AB, 356 CE 和 DF. 求 证 : CE | DF. 
7. 如 图 ,DD ЖЕ B A ABC 3H ВС ES, AD HERFOR 
EF АУЭ] AC. AD. AB T E.O. F, BC x2. 
(0354 CD - 4288 SK АЕ. 


(2) 证 明 : 当 CD 2242 -2 时 ,四 边 形 АЕРЕ ЖЭ. 


F C E 
_ F 
C 5 B 4 B 


(857 BID (第 8 EF) 
8. 延长 菱形 一 边 DC € E, ë CE = ЮС,Е,Є fE BC E, B. BF = 


00, 又 CPUB = + АВ, AF 交 对 角 线 BD FH, ЖЕ: FHC =2 
Z СЕС. | 

9. Ë g] M 是正 方形 ABCD B) BC 边 上 的 任意 一 点 ,MY | АМ,М 
Z ВСР 的 外 角 平 分 线 于 NN, 求 证 ; АМ = MN. 


10. 在 正方 形 ABCD 内 任 取 一 点 五 ,连结 АЕ. ВЕ. TE A ABE 外 分 
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ЖД АЕ , BE 为 边 作 正方 形 AEMN 和 BFGE ,连结 NC. АЕ ,求证 : NC // 
AF. 
u. Wwe, $É ABCD hn, E. ЕА BC, А 


CD 上 的 点 , 2 ВАЕ = 15°, Z В = Z EAF = ӨФ, 
Ё СЕЕ 的 度数 . l P Ё р 
12. ААВС 的 边 АВ. AC УЕ). F 


外 作 正 方形 ABEF 和 ACGH, 过 4 点 作 直 线 分 别 
交 BC.FH T D.M ,1NUE: 

(DÆ AD. | ВС, AD 4 FH; 

(2)# AD #2] BC, Ri] AD | FH. 

13.(1) 如 图 ,正方 形 ABCD КЧН АС. NO 
BD A&"FO,EJÉAC E—4,AC | BE EE G, 
AG Ж BD T F KHE: OE = OF. 

(DAFU), E E ТЕАС ERRE, GCFA 
TA EB. DB 延长 线 上 点 ,其 他 条 件 不 变 , 则 MEC ON 
(1 中 结论 还 成 立 吗 ? 说 明理 由 ， 





(58 13 D 
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第 十 九 讲 梯 E 


1. (1 一 组 对 边 平 行 而 另 一 组 对 边 不 平行 的 四 边 形 时 做 梯形 , 平 
行 的 两 边 叫 做 梯形 的 底 ,不 平行 的 两 边 叫 做 梯形 的 肋 , 两 底 的 距离 叫 
做 梯形 的 高 . 

(2) — Hs ECT IC PE UL] CET fU 5616. 

(3)( i РУН ЗВО ВЕЦ ЕЛЕ. 

Ci ) ЖЕЛШ: 

《a) 等 腰 梯 形 在 同一 底 上 的 两 个 和 角 相 等 ; 

(5 等 腰 樟 形 的 两 条 对 角 线 相等 . 

СИ ВЕЛДЕ : 

【a) 在 同一 底 上 的 两 个 相等 的 梯形 是 等 愿 梯形 ， 

(50 对 角 线 相等 的 樟 形 是 等 腰 樟 形 . 

2. 平 行 线 等 分 线段 定理 ”如 果 一 组 平行 线 在 一 条 二线 上 截 得 的 
线段 相等 ,那么 在 其 他 直线 上 截 得 的 线段 也 相等 ， 

推论 1 经 过 梯形 一 果 的 中 点 与 底 平 行 的 直线 , 必 平 分 男 一 采 . 

推论 2 经 过 三 角形 一 边 的 中 点 与 男 一 边 平行 的 直线 必 平 分 第 
=. 

3. 1) 连结 梯形 两 腰 中 点 的 线段 叫做 梯形 的 中 位 线 . 

(2)%Ж РЕН ”梯形 的 中 位 线 平行 于 两 底 ,并 且 等 于 两 底 
的 一 半 . 

4. 梯形 问题 常 通过 浴 加 辅助 线 转 化 为 平行 四 边 形 或 三 角形 的 问 
题 予 以 解决 . 常用 辅助 线 如 图 19 - 1 所 示 . 
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AE/CD 





m m H | 


Bii 如 图 19-2, EE ABCD P, AD/ ВС, Z B+ С = ФР, 
M.N SINEAD, BC 的 中 点 ,求证 : MN = +( BC - AD). 





B] 19-2 B 19-3 
— PE] :19 -3,3d A EACH DC, 3 BC T C, WE АМ // 
MN, X ВСЕМ. AD // ВС, КЕЧЕ AC' CD АМ NM 都 是 平行 
四 边 形 , 有 CC = Ар, NN -MAQZACA-ZC.H/ZBe-ZzZC-9F, 
m Z B+ Z ВСА = Р. 
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BN'= NB - N'N = BN — AM = (BC Ар), 

BC = BC - С'С = BC — AD. 
故 六 为 BC' 的 中 点 ,于 是 AN' = 六 BC , Bl MN =$ (BC - AD). 

证 二 ЖЕ 19-4, М fE NH Z CD, 
NG// АВ, ЎА BC T H.G. Bj AD // BC , Ec VU 
边 形 NHCD 与 四 边 形 NGRA 均 为 平行 四 边 ， 
Ж, В=/ МН. С=,/ МНМ.[ Z В + 
Z C= ЖР, ВТЕ Z МСН + Z МНС = 9, Bil 图 19-4 
Z CNH = ЖР. X. MG = BM - BG = BM - AN, MH = NC- HC - 


Мр, M AGH 中 点 ,于 是 MN = GH = (CB - AD). 





2 
证 三 ”如 图 19-S, 延 氏 BA.CD 3E T E. E 
连结 EM EN, [A AD // BC, ik Z ADE = Z С. АСУ Ар 
X/B-/C-9P,H АМ = MD, # Z DEM <N 
= С ЕРМ, | ИС = Z CEN, EX M TE EN 8 E— \, 
上 .于 是 7 


MN = EN — ЕМ = = ВС- Ар = (ВС 89-5 
2 2 2 
- АР). 

例 2 如 图 19 - 6, 梯 形 ABCD 中 , AB // 
DC, M Æ BC 的 中 点 , MN Ар, EF N. 
求证 :梯形 ABCD 的 面积 等 于 MN AD. 

证 一 19-6, M fE EF // AD, EF 
4c DC ШЕКТЕ, Z AB T F.N AB // DC lit A 
Zl= ZE, X 7/2 = 73, MC = MB, iE 


A МСЕ: A MBF. + E: 
SEABED = 5 SAFED = MN- AD. 
ш— Е 19—7,Ж2# DM, HEKE AB FG, 
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A РС // AB, WZI = ZG, X. Z2 = 73, 
MC = МВ, TE ^ МСР 2 A МВС, ОЮМ = 
MG. 连结 АМ, Я Saan = Samce Éa 

Saapc = 25 дари 

-2-À MN- AD 
- AM- AD 

有 Sepac = Saane = MN* AD. 

583 在 梯形 ABCD Ф, AD // BC, AD < 
RC, AB = АС HAB АС, ВР = BC, AC. BD ET 
0 , 求 ВСР 的 度数 . | 

分 析 如 图 19 -8, 考 虚 人 人 BCD = ВСА + 3 Ë F 
АСР = 45° + Z АС АНЕ —¿z Ж Z ACD ЖЕ 19-8 
以 下 手 . 注意 到 BC = ВО, Ж Z BCD 可 转 而 
®Ж/ СВР. 

xl A.D E BC HER, EE Е.Р, AD Z ВС, DF = AE. HF 


A BAC 为 等 腰 直 角 三 角形 ,所 以 为 4C Чол, AE = + BD, BI DF = 








2 BD,# ВЕ = ЗО. 进而 可 得 一 BCD = 1 (180 - 30°) 75, 
例 4 如 图 19 -3, 在 直角 梯形 ABCD 中 ， EE D 

Z C =P, AD// BC, AD + BC = AB, E 是 CD 的 N 

中 点 , 且 AD = 2, BC x 8.:RZ ABE 的 面积 . Е 
解 /EAGC| BC T G. NZ C = 90, Ар // 

ВС, АС CD. BG = ВС AD, Bi AD - 2, BC , РАЙ А 

=8,И{# BC -6,H ВС = AD + BC = 10. HIF 

AE SUE {$ АС =v AB- BG -8, 于 是 Н 19-9 


д две = SyAEABCD — SAADE 一 Š A ВСЕ 
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= 14D + BC): CD - LAD- DE - + BC- CE 


_ 1 * d + 1 * 
=-у(АВ + BC) CD - 4 CD: AD 4 CD: BC 


= 1040 + ВС)- CD 


TE (2+8) х8 
= 20. 
5 如 图 19-10, RHE ABCF "P, AB // DF, AD 平分 人 BAC， 
AC = DF, FC < AD. 
(1) 求 证 ;四边形 ADCF 是 等 腰 梯 形 . 
(2225;  ADC 的 周 长 为 16, AF 2 3, AC - FC =3, 求 四 边 形 ADCF 
JA E. 
R (DA ABY DF, Z= 73, X Z1 4 
= Z2,Pr З= 23,9 АЕ = DE, X. АС = 
РЕ, EF = EC, "ЕС = Z АСЕ. [Д AED 
=Z ЕЕС, 3 = 7/4, AD/ FC, 且 进而 可 
«A^ АРЕ A DAC ‚Ж DC = АЕ. В D € 
xk AF // РС, ИШЕ ADCF 为 平行 四 B] 19 - 10 
边 形 , 有 Ар = CF, 5E FC < AD ZEB. PF AF 
与 DC AE. 
综 上 所 述 ,四 边 形 АРСР 是 等 腰 梯 形 ， 
(224 A ADC 的 周 长 为 16,4F=3,FC=4C-3, 故 
四 边 形 ADCF 的 周 长 = AD + DC + CF + AF 
= AD + DC + (AC —-3) + AF 
- (AD + DC + AC) -343 
= ^ ADC 的 周 长 = 16. 
46 Ш 190 — 11, ЖЕ ABCD 中 ,DCW АВ, А 为 直角 ， 
EF АЧ, Н CE] EB, EG BC, EEX 6. 求证 : 
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(1) А СВЕ® A CGE, 

(2)34 Z АВС = 6PH}, АВ? + ДЕ? =3EF°, 

证 明 (1) СЕЛ EB, RACER E B fl p 
三 角形 ,又 下 是 BC 的 中 点 ,所 EF = CF = 
FB, Z1 = Z2. X EF 为 中 位 线 , 故 EF // AB, 
有 一 1 = 一 3, 进而 得 2 = 73, BE JE: Z АВС 的 
EA ER ATLA EA = EG. X. EA = ED, FÆ ЕС = 
ED ,Z ЕСС = Z EDC = 9. TE RE CDE 5 Ri 2 
A CGE 中 , EG = ED, EC = EC, it Ву СРЕ 2 图 19-11 
RIA CGE, 

(2) 由 一 4BC = 618 2 = 30, Р: 1 = XP. ЇЕ FH | BE T H, 


有 HF =-у EF, ЕН = НВ = Т EB ET RE RU, ПГ НЕ? + HF? = 


EF? , Вр £ ВЕ)? + 5 ЕЕ)? = ЕР, MMA BE? = ЗЕР. M fE R 
ZA ЕАВ P, AB? + AE? = ВЕ?, 1, 
АВ? + АЕ?  3EF?, 

例 7 如 图 19-12, ВЕ ABCD Ч, Ар Z BC, АВ = CD, AE = 
CF, R. AE AB.3R1E:2 EF > AD + BC. 

分 析 一 ” 作 梯 形 中 位 线 Qc. 问题 等 价 于 证 明 EF > QG,TE FM 
L GQ ,问题 又 转化 为 证 明 EF > ЕМ. 

连结 OM, MOWE OMFG 为 平行 四 边 
X. 

El AB = Ср, Ж AQ = CC, X. AE = CF, 
所 以 EQ = FG = QM. X QG / BC, ЖЫ, 
ZEQG-/B-2/7C€270GD- Z МОС. F 
Ж EM | Qc tini EM | МЕ. Ei 19-12 
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TE RA ЕМЕ 中 ,EF 为 斜 边 ,有 ЕЕ > МЕ, Ё EF > 0С - (Ар 
+ BC) ,所 以 ,25F > AD + BC. 

分 析 二 ”如 图 19- 13 所 示 , 将 两 相同 的 梯形 拼接 在 一 起 , 则 四 
边 形 ABMN 为 平行 四 边 形 , AN = AD + BC, 作 EG Z АМ, 5 MN FG, 


问题 转化 为 证 明 EF > T EG. 这 一 点 显而易见 ， 

如 图 19 - 13, 延 长 AD ЗЛ, f£ DN = , D. sss N 
BC ,延长 BC З] М, CM = AD. Sh MN, 则 сузлер 
ANL BM ,四 边 形 ABMN 为 平行 四 边 形 .过 J ТА m " 
E lE EG// АМ, 55 MN ЕС, EG = AN, H i 
NG = АЁ = CF. Eih FG, TIA EF = FG. 图 19-13 

EA FGE tF, EF + FG > ЕС, 2EF > AN = AD + ВС. 

Bis 如 图 19-14, 梯 形 ABCD P, AD// ВС, 
AB = CD, / AOD = ЫР, A, E. F. M. N 分 别 是 
DO CO AB EF 的 中 点 .求证 : MN ЕЕ. 

分 析 注意 到 N 为 EF 中 点 ,只 和 需 证 明 ME 
= MF. 注意 全 40р 为 等 边 三 骨 形 ,AE0 = ӘР, 
则 有 МЕ = 少 4B. 同 样 还 有 MF = 方 4B. 

例 9 А,В 是 两 个 定点 ,C 是 位 于 下 线 AB 图 19-14 
某 一 侧 的 一 个 动 点 . ЭУ ЖЯ} AC. ВС 为 边 ,在 
A ABC 的 外 部 作 正 方形 САРІ. CBEF .求证 :无 论 € 点 在 什么 位 置 上 ， 
DE 中 点 M 的 位 置 不 变 . 

和 证明 如 图 19- 15, 分 别 作 DP. CH. EQ 
垂直 于 AB, 壬 是 分 别 为 P,H、.Q. 因 人 1=% p 

- Z3- Z2,AC = AD,S RAACH A DAP. | 
于 是 рр = АВ. EQ = BH, BQ = СН, Р 4 OH B Ù 
而 BO = AP. 

取 AB 的 中 点 0, 显然 也 是 РО 的 中 点 ， 
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连结 МО, DP | AB, EQ | АВ, A EQ // DP FÉ DPQE 是 梯形 

《或 平行 四 边 形 ) , MO 为 其 中 位 线 , 故 MO = J (DP + EQ) =È (AH 

+ BH) = 1 AB, H MO. L AB. ATI M E AB 的 垂直 平分 线 上 距 45 2. 
2 AB @—1 A 


— ARM 
1. 若 等 腰 梯 形 的 大 底 与 对 角 线 等 长 ,小 底 与 高 等 长 , 则 小 底 与 天 
底 之 比 是 ( J 


(A)1:2 《B)2:2 (C)3:4 (4)3:5 

2.55 E BEL RS PL ЖЕ АГИ НАНЕ Н IH S 与 中 位 线 m 之 间 
的 关系 是 ( ) 

(A)m > h (B)m = h (С)т < А (D) 不 能 确定 

3. 如 图 ,在 直角 梯形 ABCD Ч, AB // Ср, 


7р =9Ф,АВ = BC, AG ВС T G, C6 =з 


CD 
АВ, Ат = ( ) 
В 

(A) (B (Oz mi 

二 填空 题 (第 3 题 ) 

4. 梯 形 的 对 角 互 补 ,最 大 角 是 最 小 角 的 3 A, HEKA a, FE 
长 为 b(b> &), 则 上 底 与 下 底 的 距离 为 . 

S. 等 腰 梯 形 的 对 角 线 长 为 17cm, 上、 下 底 分 别 为 10em,20em, Bil 
它 的 面积 为 . 

6. ШЕ ,在 梯形 ABCD rh, AB / CD, АС.АР ЗЛЕ гтАСЕР, 
DC 的 延长 线 交 BE 于 F, 则 ЕР: FB = 
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7. 如 图 ,已 知 梯形 ABCD Ф, DC // AB, BC = 2, AB = АС = Ар = 
45,0) BD- —— 


b, 
чу 


-A 
(968) (第 7 题 ) 
三 .解答 题 
8. 如 图 ,在 直角 三 角形 ABC 中 ,E ERHI AB 上 的 中 点 ,D ЖАС 
的 中 点 ,DEFA ЕС , 交 BC 延长 线 于 下 .求证 :四 边 形 ЕВЕР ESER 


А 





9. 如 图 ,直角 梯形 ABCD "P, AD // ВС, А = 90, Z ADC = 135°, 
CD УЖЕ КЖ ЭЖ BC FTN, Æ АВ SEK Sh T F E JJ М.Ж ЫШ: 
AD = BF. 

10. a, 5, c ^F BIS SERERE ABCD Н) ES. TRAER I, m 
为 对 角 线 长 .求证 :m* = c? + ab. 

11. 在 梯形 ABCD rR, AD // BC, AC = BD,SK WE: АВ = DC. 

12. Н 1,4,4,5 的 线段 为 边 构 作 梯 形 . 试 求 面积 最 小 的 那个 
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梯形 的 两 条 对 角 线 长 度 的 和 . 
13. 试 证 :车 梯形 内 部 的 n( 宕 3) 个 点 到 梯形 四 边 距 离 之 和 相等 ， 


MX п 个 点 在 同一 直线 上 . 
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第 二 十 讲 ”三 角形 的 中 位 线 


A] R м 和 方法 x € 


1.(1) 连 结 三 角形 的 两 边 中 点 的 线段 , 叫 三 角形 的 中 位 线 . 

(2) 三 角形 的 中 位 线 定理 ”平行 于 第 三 边 , 并 且 等 于 它 的 一 半 . 

2. 三 角形 中 位 线 定理 得 到 了 两 方面 结论 ,一 是 中 位 线 与 第 三 边 
的 位 置 关系 ;二 是 中 位 线 与 第 三 边 的 大 小 关系 ,三 鱼 形 中 位 线 可 看 
作 梯 形 中 位 线 的 特殊 情形 ,是 解决 几何 问题 的 最 为 常见 的 辅助 线 之 
一 ,在 题目 中 出 现 线段 的 中 点 时 尤为 窦 出 . 

例 1 820-1, ААВС rh, M E BC Е 
的 中 点 , АВ = CD, F JE AD Ч, МЕ 的 延 
FERE BA 的 延长 线 于 EE 点, 求证; AE = AF. 

证 明 连结 BD.HR BD 的 中 点 G, Ë 
FG MG. Bi F.M 分别 为 4D ,BC 中 点 ,可 得 “ 
FGL Z АВ, GM Z 1. Ср, AB = CD, $% BH 20-1 
GF = GM HZ СЕМ = Z СМЕ. XIHA Z E = Z СЕМ, Z ЕРА = Z СЕМ 
= / FMG,BIELZ E = ZAÀAFE, АЕ = AF. 

@ 2 如 图 20-2,A^4BC 54A PMN 都 是 
等 边 三 角形 .P.O、R 分 别 为 全 АВС 各 边 的 中 
KA. M EOC 上 .求证 : QM = RN. 

证 明 连结 PO、PR. 因 P.Q.R E AB. 


BC CA ФА, PR Z 1. Bc, PQ Z AC, в 

因 AC = BC, 所 以 PR = РО. X. PRL 0C, 故 四 

边 形 PQCR 为 平行 四 边 形 , Z RPQ = Z C = 

60, Р ОРМ + 2 МРК = Z RPN + Z КРМ = ЫР, 1] 48 2 ОРМ = 
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А 


Хе. 








Ё 20-2 


Z RPN, PM = PN УУ) ОРМ: A. КАРА, OM = RN. 

Юз Sn 20-3, A ABC tH, BD = DC, AG OE Ar / DAC, BF |. 
AG, 53 AD ЖР E, AC ZF F RE: DE = CF. 

W PZ EAH = Z РАВ, AH 公共, 故 
Rt АНЕ 2 MA АНЕ, A ZAFE = / АЕР. IK 


BF 中 点 M.E DM, Wi DM L + FC, 
АЕМ = Z DMF. M. Z АКЕ = Z РЕМ, ВТЕ В! 


Z DEM = Z EMD. TĒ DE = DM = > FC. 
例 4 如 图 20-4, ABC 中 , AB > AC, 


АЕ АТ ВАС, CE | AE, G 为 BC 边 上 的 中 


点 ,求证 : EG = } (АВ - AC). 

ШАЯН 因 AB» AC, SET CE 交 射 线 AB 
于 F. 因 人 B46 = / САС, AE Ж, Rt „ 
AAEF S RZSAEC f СЕ = EF, АЁ = АС, W 
АВ > АС, E ERB AB. К, GH BC H 
dà л 

1 1 1 

EG = BF = (AB - AF) = y (AB — 
АС). 

例 5 如 图 20-5, 五 边 形 ABCDE th , 
Z ABC = Z АЕР = ЖР, Z ВАС = Z EAD, F 
是 CD 的 中 点 ,求证 : ЕВ = FE. 

证 明 Ж AC. AD 的 中 点 Mn, 连结 


1 
2 











1 
2 


及 BM = AC, EN = + AD. 于 是 有 6 = Z2, ZT = 7/2. ЇЇ 6 = 
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МВ ‚МЕ NE NF, WG MF = — AD, MF // AD, NF = — АС, NF // AC 


Z1. 进而 可 得 MB = FN, МЕ = NE.X4-27/12z27/32 75,874 
+Z6= Z5 + 27, / BMF = Z ЕМЕ. BELA BMF S A ЕМЕ. + dé 
ЕВ = ЕЕ. 

例 6 ШШ 20 - 6 所 示 , ААВС HP, 
“ВС ВЕ. СЕТО, АС 上 
ВЕ ҒС,АН | CF FH. 

(1) 求 证 : GH // BC; » 

(2E AH «9 [DK , AC = 14 厘米 , BC = 
18 厘米 , 求 GH. El 20-6 

E 【1) 分 别 延长 AG, AH % BC F M.N. B.C ACH = Z НСМ, 
CH ЗЕ, КА AHC S Ri NHC , AH = НМ. [8] АС = 6M. 所 以 GH 
// MN,BI GH // BC. 

(2) HB CL) ЯАВ = MB , AC = NC fx 

AB + АС = BM + NC = BC + MN, 
有 MN = АН + AC - ВС=9+ 14- 18- 5(CK). 


于 是 = y MN = ODE. 

брт 如 图 加 -7, 在 和 4BC IB, AC 要 ,在 它 的 两 边 AB, AC 上 
分 别 截取 BD = CE. # F.G ЗЕ BC 和 DE 的 中 点 ,求证 : FG 和 
Z BAC 的 平分 线 47 平行 . 

БН xd D ÓEDN | AT, DN 与 47 相交 于 4 
N, AC FAT Liz B TEBK.L AK, ВК BS AT 
相交 于 下 ,与 AC HFM, 连结 NG. KF. ТЫ 
Z DAN = — LAN, АМ ЭЕ, $i. Rt A AND S Rt 
AANL,#Ë8 DN = LN. BD N Jé DL H, X. G R >s 
DE 中 点 . TE NG Ë A DEL 的 中 位 线 ,从 而 


NC/ LE, NG = li. 同 理 可 证 FK//CM,FK 
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= + CM. й АР = AL, АВ = AM ,f& BD = ML, X. BD = СЕ, СЕ = 


ML, CM = LE. 于 是 FK = HG. 所 以 四 边 形 АСЕТ 是 平行 四 边 
形 ,GF // МК, В GF// АТ. 

8 如 图 20-8,fEVIXIJE ABCD H5, AB 
= DC, E. F 4 EIS AD 和 BC 的 中 点 ， 

(1) FE WEKRE CD RS) SET ZX ВА 
ЕКЗ FR N.M Е: Z BMF = СМЕ, 

(2) 若 GH 三, 分 别 交 AB. DC T С.Н, 
ШЕ AGH = A/ РНС. 5 

证 明 (DE BD p P, 1% PE, РЕ, Ш 
PE. РЕ 2022 ABD A BCD 的 中 位 线 ,PE 


1 
2 


= МЕР. АВ = СР, РЕ = РЁ, PEF = Z PFE. РЕ BMF = 
Z СМЕ. 

(Dit РЕА NF SSE AB, CD ҒА. 5, RS СН, A 
ZEPS = LAGH, Z NSP = Z FPS, Н Z EPS = Z FPS. ВРЕ LAGH = 
Z РНС. 

注 例 8 中 也 可 过 五 分 别 作 45、pC 平行 线 , 将 АВ. CD" EE" B 
TA EMR, Rit D IEAB 平行 线 将 AB ESI x D Ar REDE (p eU 
ч 4 


证 . 
例 9 如 图 20-9. 四 边 形 ABCD H, B 
-ZDz9P.BZLARZCORW:AC? BD. N 
证 明 延长 4B .4D SIE, Е, BE= BA, / oO S. 
DF = DA ,连结 СЕ. СЕ, EF. (E CB | АВ, py 
BC 为 AE 的 垂直 平分 线 ,可 得 СА = CE. 18] 
理 , СА = CF. M. BD 是 和信 AEF 的 中 位 线 , 有 
BD = + EF. 注意 到 СЕ + CF > EF, 2АС > E] 20-9 
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AB, PF Z A CD. di Z BMF = ГРЕЕ, Z СМЕ 


2BD,BI AC > BD. 


—. 2228 

i. 梯形 中 位 线 长 25cm, 它 被 一 条 对 角 线 分 成 的 两 部 分 之 差 为 
5em, 则 梯形 的 上 底 长 为 ” . 

2.595 RE BET ABCD tP, AB // CD, AD = BC 
= 12, 中 位 线 EF 与 对 角 线 AC ТН, Н EH | 
=4,HF=10, j) ¿p=  . 

3. C. MA ABC P, D 为 AB ВТА, E л 

AC 上 一 点 , AE = 2CE, CD. BE T О Ñ, OE 
=2 厘 米 , 则 BO 的 长 等 于  . 

二 ,解答 题 | 

4. 如 图 ,在 从 ABC "P, AB = BD, BM | AD EM, N E AC 的 中 点 ， 
求证 : DC =2 MN. 

à 


D 






{第 2 题 ) 


方 C 


(35 4 85) 
5.3E ^ ABC 中 ,AH | BC T H,E,F ^r ВС. СА, AB 的 中 点 
(WEH ,求证 ; Z DEF = Z НЕЕ. 
6.1953 ABCD 中 ,CD > АВ, Е.Е 分 别 是 AC、BD 的 中 点 , 求 
ШЕ: EF>- (CD ~ АВ). 
7, 如 图 所 示 , 全 48C "P,AD BC F D.E. F. G 分 别 是 AB8、BD、 


(第 5 题 } 
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AC 的 中 点 .车 EG => EF, AD + EF = 12 Ж ‚Ж A ABC 的 面积 . 


4 
Vai — 
В пр © $ С 


(第 7 题 ) (第 8 题 ) 
8. 梯 形 ABCD Н,АР// ВС, E 为 4B 的 中 点 , EF / DCTF, 
FG // ED, Z CD F CORE: G 为 CD 的 中 点 ， 


9. 如 图 , P EJE ABCD 内 的 一 点 , p ы | 
四 边 形 BCPO 是 平行 四 边 形 , A,B, 229 ьо 
С.р АР. РВ. ВО. QA 的 中 点 . x. 
KEAC = B'D'. B 

10. P Jg AABC 内 一 点 , РАС = (第 9 题 ) 
Z PBC. P fE BC. AC ЗЕР, a ӘЛ 
E L.M, D AARAA KE: DM = DL. 

11. Æ RA ABC IH, П.Е 分别 是 直角 边 BC AC 上 的 任意 点 ,型 、 
N.P.Q HE DE BE AB AD 的 中 点 ,求证 ; MP = МО. 

12. 正方 形 А,В, CI D, 在 正方 形 ABCD 的 内 部 . Az B,. С.р, 5} 
PÆ AA, .BBCC DD, 的 中 总. 试 证 : A58, C; D; 也 是 正方 形 ， 
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第 二 十 一 讲 ”比例 线段 


1.(1) 平 行 线 分 线段 成 比例 定理 ”三 条 平行 线 截 两 条 直线 ,所 得 
的 对 应 线段 成 比例 . 

推论 平行 于 三 角形 一 边 的 直线 截 其 他 两 边 ( 或 两 边 的 延长 
线 ) ,所 得 的 对 应 线段 成 比例 . 

(2) 如 果 一 条 直线 截 三 角形 的 两 边 ( 或 两 过 的 鞍 长 线 } 所 得 的 对 
应 线段 成 比例 ,那么 这 条 直线 平行 于 三 角形 的 第 三 边 . 

(3) 平 行 王 三 角形 的 一 边 , 并 且 和 其 他 两 边 相 交 的 直线 ,所 截 得 
的 三 角形 的 三 边 与 原 三 角形 三 边 对 应 成 比例 . 

2.(1) 在 证 明 线段 相等 时 ,我 们 常常 先 证 明 它们 分 别 与 第 三 个 量 
相等 ,通过 “等 量 慌 换 "得 到 所 知 的 缚 论 , 即 证 w=ece,b8=c, 得 a= b. 
在 证 明 线 段 成 比 例 , 即 证 两 个 比 相等 时 ,可 注意 把 每 个 比 看 作 一 个 整 
体 ,分 别 证 明 它 们 与 第 三 个 比 相等 ,通过 “中 间 比 "过 渡 , 由 证 世 = T, 
了 = ,得 六 = 地 .寻找 “中 间 比 ”, 常 需要 从 复杂 图 形 中 分 解 出 基本 
图 形 , “中 间 比 "又 常 是 两 个 基本 图 形 共 有 的 两 条 线段 的 比 . 

(2) 过 一 点 作 已 知 直线 的 平行 线 ,从 而 构 Е 
造 出 运用 平行 线 分 线段 成 比例 定理 的 基本 图 ey 
形 , 以 便 将 关系 不 明显 的 线段 “ 移 " 到 关系 较 明 д” d 
THRE F tb А RISE. ; 

3. 三 角形 中 角 的 平分 线 将 对 边 所 分 成 的 ; 
БИБИ ЖИА И НЕЙ. БУ bu C 

如 图 21— t, AD A; ABC 的 一 条 角 的 平 
А, СФЕ СЕЈ А ЗЕ ВА 延长 线 于 E, 有 E 2 - I 
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Z1=Z4,Z2= 73. TEEZ3= Z4,# AE = 4 


Ac. x. BA. BD АВ BD 
АЕ | РО? АС ЮС 
三 角形 的 外 角 平 分 线 也 有 类 似 性 原 . 如 图 2a 
21 - 2, AD 3 ААВС 一 条 外 角 平 分 线 , 则 和 = gn 


BD 
CD 


m ж ж H 


例 1 Е: ШЕ 21-3, ААВС F, D 是 BC 边 上 的 一 点 , BD: 
DC 23:1, G у AD 中 点 ,连结 BG 并 延长 交 AC F Е. 
求证 : EG: GB 21:7. 








i 21-3 图 21 -4 
证 一 il DIEDFZ/ BE,% AC T F.N G 28 AD "ha, di AG = 
一 _ 1 j "РЕ _ CD BD 
CD MA AE = EF, GE = DF. X. DF // ВЕ,ВТ es = тр. рс 
= 3, k 
DF CD — CD — 1 
BE ` CB BD + DC ` 4^ 
1 
于 是 ЕССЕ 27 1 
ОВ ВЕТ app рк ' 
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— EG CF р. 
证 二 d GÍEGF//AC,38 DC 于 下 ,如 图 21 - 4, 则 7 yp 


AG = GD ,BL CF = FD,CF = T cp. X ED =3, 


sz; СЕ 20 1 
GB ЕВ 3CD ++ CD 7 


注 ”上述 两 种 证 法 中 分 别 引 进 了 不 同 的 辅助 线 ; DF /BE Ë GF 
A AC, 其 和 且 的 都 是 为 了 构成 平行 线 分 线段 成 比例 的 基本 图 形 ,进而 
求 出 EÇ: GB. 
例 2 已 知 : 如 图 21 -5,P AARC 内 任意 一 点 ,连结 АР, АР. 
CP ЕКЗ НАТ D,E. F. RE 
PD PE PF 
АР * БЕТ СЕ V 
证 明 it P EPH/ZAC,PG/ АВ, 


ЕР НС PF ВС „РО _ 
BC F H,G, Wipe = pe ce = cc Хар 一 


CD PD DH 46D DH , 
BD "Ар ^ DC ' f gp = pc: 
GD- DH CD PD 
BD + DC Вр ` AD: 
GH _ PD 
Moe = ap- 17€ 
PD PE PF СН HC BG BC 


АР * BE CF BCRC EC Bc ^U 
例 3 如 图 21 -6, 已 知 M.N Ar SIE ABC 两边 AB. AC 的 中 
点 ,P 是 MN 上任 一 点 ,延长 BP、CP 55 АС ‚АВ FK HRE: AB + 


AK _ ү. 


КС 
证 明 dd A fE BC DETTA BK, СН 的 延长 线 分别 交 于 E、F， 
Д] 
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SÈ ER 


* 


Am SÈ 





Ó, АН AK | AF - AE 
PI Hh*kC^ ВС 
TE 4 ЕСА H, H AN = NC, PN / ЕЕ, 3 


СР = PF, PN = > АЕ. 同 理 РМ = Ag. 21-6 


2 
代入 中 得 





АН АК 2PN+2PM 2MN 


НВ “КС 2MN  2MN ^ 
例 4 如 图 21- 了, 四边 形 ABCD 的 两 条 对 角 线 4C ЯП BD 交 于 点 
O,it 0 8| BC 的 平行 线 和 直线 4B、CD 及 AD 的 延长 线 分 别 交 于 点 
已. 站 .总 . 求 证 :0OR = PR- QR. | | 
证 明 延长 АК. ВСТА М. PR/ A 
BM , tit 





BM AC Ei 21-7 


将 上 述 各 式 相 乘 ,得 
OR _ 
PR.-QR ^" 
即 ОК? = PR- QR. 
5/5 如 图 21-8, 平 行 四 边 形 ABCD 中 ,E 是 CD 上 的 一 点 , 直 
££ BE H AD АКАТ Е, Saag: Saar = 3:1. Ж AF: DF ЇЙ. 
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Saa ВЕ Saa 3 wBE А F 
" Pig er TEF’ Saar 1 157: Ë a 
十 . 因 DBEN4B, 所 以 


AF BF BE+ EF BE EF 

РЕ ЕК EF EF EF ^ 

例 6 已 知 : 如 图 21 -9. 正 方形 ABCD H, E Er BD 上 一 
点 ,过 也 点 作 DGJ АЕ ZAC TF, EEA C KUE: EF АВ. 


分 析 RUE EF/4B, 只 需 证 4 = 08 , 即 只 需 证 OF = ОЕ. 
H Z DOA = „АСЕ = 96, “ФЕР = 
Z AFG Ék Z1 = 72. X. Z СРО = Z РАО = 


45°, ВТ ЕД Z CDF = Z DAE. 因 一 PCO = 
ZADE = 45%, CD = DA , kk A CDF A DAE , 
可 得 DE = CF. М, OC = ОР, OE = OF. 
I 0A = ОВ, ЕТЫ EF // AB. 

例 7 已 知 : 图 21 - 10, 在 矩形 ABCD 
中 ,点 M Ар ВН, N JE BC 的 中 点 ,三 
是 CD 延长 线 寺 一点, PM ЗАС ҒО, MN Z AC ҒО. QNM = 
Z MNP. 

分 析 Е Z ONM = Z MNP ,根据 角 平 分 线性 {Р 


QM QN ; 
E TRTE p = yp- RM fE MK// NP, 交 QN, 
РК, | 


El 21-8 





RI 21-9 






OM _ OK T 

MPT KN’ 

QK _ KM 

QN ^ NP o ^ 
OEA El 21- 10 

ON _ OK А 

NP KM: 


156 


ШАХИ И, Н, OA, ЛЕЛ, ЯА KM = KN. TER 
到 O УММ ЕН да, K MA MN ВФ E ON BAS OK // BC , pÍ 
О fEOK' Z ВС, Ж QN FK „Ж MK ,在 全 OPC m, MO// PC, 

则 


QM | 00 
MP ОС: 


在 人 ONC 中 ,OK' Z CN ,有 
OK _ QO 
KN ` OC ` 

"Tn K'M// МР, ЕТО, MNP = К'ММ. Я AD BC, M.N 分 别 为 
AD. BC 的 中 点 , 故 AM NC, 即 四 边 形 АМСМ 为 平行 四 边 形 , OM = 
ON. X. OK' | ММ, K'M = MN ,可 得 人 KMN = КММ, Вр Z ONM 
= Z MNP. . . 

例 8 已 知人 4BC di, M E: BC 的 申 点 ,AE Ж BAG 的 平分 线 ， 
ii B fE BD | АЕ, 8 D,AM Ej BD ЖРЕТ F RUE: EF // AB. 

证 明 ШШ 21-11, BD AG AG 于 8' 连 | 
мр, I D 是 BB 的 中 点 , 故 有 DM // 
BC, 于 是 DM:AB' = FM; AF. 

ii M fE MG Z АВ,5 AE REK SR T С, WI] 
Z G= „ВАЕ = Z CAE = Z MDE, W MG = © » 
MD.X АВ = АВ’, РЖ FM: AF = DM; AB' = б 
MG: АВ = ME: EB, ER EF/ АВ. 

$jo Qn s 21-12, 四边 形 ABCD 
HXT AC | BD, H NEE, Z BAD 5 ВСР 的 平分 线 都 通过 BD 
EB) Ç. B. AC ze BD. 

Sub: ABD A CBD. 

WERH 因 AG E ВАР 的 平分 线 , 故 





21-11 
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ВС. ВС AB BC 
同 理 = BC pA BC 


ga =t(i>1),HJ АВ = AD, BC = 8 
CD, X, ар 21-12 
- ВН? = AD? - РН. 
于 是 AB? — АР? = BI? — DIE? 
-(BC — СН?) – (СП? - CH?) 
= BC - CD, 
Bil АР? - АР? = ср? CDF, 
可 知 AD = CD. tif; Al AB = ВС, МАВР A CBD. 
+ ННЯ еШ BH TEE El ЕЗЕК. 


& 习 二 十 一 


一 .填空 题 
1. р, ААВС H, F AAC H 1:2, G E BF 的 中 点 ， E ЖАС 与 
BC 的 交点 , 则 BE: EC = 


A A 


(82 8) 
(第 1 题 ) 


2. nd, YEA ABC H, D,E AAE BC AC E, B. DC: BD = 1:3, 
AE: EC =2:3, AD 5 BE SET F, W| АЕ: FD = | 
3. 如 图 ,在 梯形 ABCD 中 , AB // CD , AB < CD. 一 直线 交 BA ЖЕ 
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KT E, 3E DC 延长 线 于 站 交 AD РЕ, ВОС, AC TH, 
BC TI. Я EF = FG = CH = НІ = jme 


— 


A D 
PS 





(第 3 题 ) 


(第 4 题 ) 
二 .解答 题 
4. 如 图 ,梯形 ABCD "P , AD // BC ВУ УК P Е ММ 
// АР 3 AB .CD TM UN ЖЕ. dme 


5. 如 图 ,以 Ri ABC 的 两 条 直角 边 AB LAC 向 外 作 正 方形 ABDE 
fI ACFG ,连结 DC. BF 分 别 交 AB、AC ТМ. Л.Е: АМ = AN. 
C D 


O 





{第 6 上 题 ) 


6. ПР, Sac = Saam, C. D TE AB ЕН, DR., СА 延长 线 的 
ard 0 , TE OE // АР, OF // BC, ОЁ, ОК 分别 交 AB( 或 ВА) КР 
E.F. KWE: AE = BF. 

7. 梯 形 ABCD 中 , AB // CD, M Ж AB PR LAB = а, CD = h, AC 
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与 MD ЖТ E. BD 与 MC HRTF F. 
(1) 求 证; EF // CD. 


(2)Ж EF 的 长 . 
C 
M B B X C 
(35 7 3D (第 3 是 ) 


8. 如 图 ,全 4BC Ч, AB > АС,Р RE AB 边 上 的 一 点 ,日 AD = АС, 
DE // BC, CD 3E AY ЕРЕ, AF % DE 于 G, 交 BC T roig BE - 
AD 


AE ` 
9. 如 图 ,在 全 ABC F, D. E JE BC 上 两 点 , 且 AD // EG, EG Ж AC 
于 下 , 交 BA 的 延长 线 于 6. € EF + EG =24D, 求 证 ;AD R A ABC 的 


中 线 . 





{第 10 题 ) 
(第 9 题 ) 


10. 如 图 , AD EFE ZA ABC 底 边 BC 上 的 离 , BM 及 BN E: Z B 
的 三 等 分 角 线 ,分 别 交 AD T M.N 点 ,连结 CN 并 延长 交 48 T E. k 


11. A El, ^ ABC 为 锐 前 三 角形 ,六 为 高 
AH Е{&—А,‚ВРр., CD 分 别 交 4C、 AB T E, 
FRUE: Z АНЕ = Z АНЕ. 


12. E ABC Ч, AB = AC, BC 上 的 高 AD 
=5, M УАР E— Ñ, MD =1, HÆBMC =3 8 H C 
Z BAC ‚АК АВС 的 周 长 ， 


(88 11 题 ) 
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第 二 十 一 讲 ”相似 三 角形 
| 


1. (1) АУ ЖНА, XF ЕЕ ЇН) = 78] {ОНЫ = АБ. f 
似 三 第 形 对 应 边 的 比 叫做 相似 比 . 

(2) 三 角形 相似 的 判定 

(i) 平行 于 三 钊 形 一 边 的 直线 和 其 他 两 边 (或 两 边 的 延长 线 ) 相 
交 , 所 构成 的 三 第 形 与 原 三 第 形 相 似 . 

(ii) 两 角 对 应 相等 ,两 三 负 形 相似 . 

( 诈 )》 两 边 对 应 成 比例 日 来 角 相 等 ,两 三 角形 相似 . 

(iy) 三 边 对 应 成 比例 ,两 三 角形 相似 . 

2.(1) 撩 边 和 一 条 直角 边 对 应 成 比重 的 两 个 直 骨 三 骨 形 相似 ， 

Cii ) 有 一 个 锐 第 相等 的 两 个 直角 三 第 形 相位 . 

《 计 ) 所 有 的 等 屡 直 角 三 角形 相似 ;所 有 的 等 过 三 角形 相似 ;项 角 
或 底 和 相等 的 两 个 等 腰 二 角形 相似 ， 

З. АРЕ 

C Í ) 相 似 三 角形 对 应 高 的 比 ,对 应 中 线 的 比 和 对 应 角 平 分 线 的 
比 都 等 于 相似 比 . 

( ii) 相似 三 角形 周 长 的 比 等 于 相似 比 ， 

( 诈 ) 相 似 三 第 形 面 积 的 比 等 于 相似 比 的 平方 ， 

(iY) 相似 三 角形 的 对 应 角 相等 ,对 应 边 成 比例 . 


4. 射影 定理 设 CD E. Rt ABC ENHE 
的 高 (如 图 22 - 1) , 则 
( i )AC? = AD- AB; ^ Ë 


(й) ВС? = BD* BA. 8 22-1 
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这 里 AD. BD 分 别称 为 4C、BC 在 4B 上 的 射影 . 

4. 如 果 两 个 边 数 相同 的 多 边 形 的 对 应 角 相 等 ,对 应 边 成 比例 ,这 
陆 个 多 边 形 叫做 相似 多 边 形 ,相似 多 边 形 的 对 应 边 的 比 叫 微 相似 比 
(或 相似 系数 ). 两 相似 多 边 形 的 对 应 线段 的 比 等 于 相似 比 , 周 长 的 比 
等 于 相似 比 ,面积 比 等 于 相似 比 的 平方 . 

5. 相似 三 角形 有 关 若 识 应 用 极为 广泛 ,在 证 明 角 相等 .线段 相 
等 . 线 有 段 成 比 例 、 两 雪线 平行 等 方面 都 有 重要 应 用 .全 等 三 角形 可 看 
作 相 妃 三 角形 的 特殊 情形 . 


p) E d vi 


例 1 EA, E 22-2, ABCD IR. AD = a, AB =b, P HAB 


2s 3ab 
下 一 点 ,日 AP: PR - 2:1, CE | DP F. E. ЖЕ. CE = ——— —. 
V 9a? +47 


证 明 延长 DP. CB 的 延长 线 于 Ff. 因 р 


AB = b, AP: PB - 211,3 AP = b, BP = Š. 
-BF BP 
ыз N "m = сс, А ^ IB 
B] BF // AD, A ADP BEP ,有 p^ ap PD 


й 
all 
| 


于 是 ВЕ = > AD =-2 CF = За, 
分 股 定 理 , 得 22-2 


_ " 2 2 
DF = СП? + CF =, | b2 + (За = 10134. 


N СЕ | DF ix Saco = DP* CE = $ CD: CF ,可 得 


之 
3 
g2? ЗФ 
V 442 +902 V 9a c 4M 
2 


#2 BAMAN -3 线段 EF X-TT17F 72 ABCD B-—31 AD , BE 


Ej CF ZFA G, AE 与 DF 交 于 一 点 日 .求证 : ABE = Z HGE. 
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iE H EF// AD // BC, 58 G 





EF _ НЕ p 
AD НА’ (D 
EF GE 
ВС ^ CB 2 А 
因 АР = BC 由 由 ,加 得 H 
HE GE 
НА ^ СВ ` 8 22-3 
进而 ,有 
HE _ СЕ 
HA — HE ^ GB - СЕ? 
HE _ СЕ 
2 EA ^ EB' 


МУ GEH = Z BEA PR LLA СЕН AA BEA ,#8 Z АВЕ = Z HCE. 

йз БЯ: Е 22 - 4, 四 边 形 АВЕС. СЕЕН. HFCD 都 是 边 长 
Hj a ЧЕЛ. КИЕ: АРЕ + Z АСЕ = 45°. 

ШЗ ”根据 勾 股 定理 可 得 AE 242a,AF ={5а,АС = / 10а. 


ÍEAAEF 与 全 CEA th, 4 G H D 
CE 2а 2 
B Ë С 
EF a _У? 
EA Га 2 Ё 22-4 
AF 5a _{2 
CA Siba 2' 
ki AE ЕБ АЕ 
СЕ EA СА” 
и] А AEF “МА CAE. Z AFE = Z CAE. М. AD / BRC, Z АСВ = 
Z DAC. ВЈ 


Z АБЕ + Z АСЕ = Z CAE + Z DAC = Z ЕАС = 45°. 
例 4 ОЯ: 22 5(1), YEA ABC F, А = 27 В.Е: AC? 
+ AB- AC = ВС?. 
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证 一 ЕЕ СА Aj 0, {E DA = ВА, XE SS C 
DBCEI 22 5(1)), | / D = Z ABD. H CAB / ^ 
= 2,4 СВА, Н САВ = ZD + ZABD22/D, 人 8 
СВА = ZD. МОС 公共 , 故 ABC / — 


BC АС 2 Ko 
A A = . ín 
DCE, App BE Pl Вс = AC CD. M CD ; 
= СА + AD = CA + AB ВТР 


BC? = АС( СА + AB) = AC? + AB- АС. 


证 二 ZARETE ВС T D (EI 22 | 
-5(2)) , lij [> 
LCAD = Z DAB = È САВ = ZB. Á А 


М CAHE И АСР „^^ ВСА ,有 


ÉE] 22—5(1) 


HK] 22 — 5(2) 
AC _ CD AD 
BC AC AB 
于 是 ,有 
АС? = BG: CD = BC( BC - BD) = BC? BC: BD. (D 


因 BC* AD = АВ, AC, AD = Рв, ТУД BC: BD = AB: AC. КАФ 

即 可 得 
АС? + AB* AC = BC". 

5 DE. E 22-6, 3E ABC 中 ,48 = AC, DE EAFA AR 
AE BC 的 延长 线 于 DD. 求 证 : AB? = BC- BD. 

分 析 TE BC 边 上 的 高 AFLUM AF 
平分 ВС. X. DE Ж Н-ГА AB, id. A (Е 
АС // РЕ, Ж BD 延长 线 于 5G, 则 为 
BG 的 中 点 ,BAG = 0, АВ? = BF В 
Вс. АТПЕН BC: BD = ВЕ, BG. 这 
一 点 不 难 办 到 . 这 是 因为 

1 


АВ? -2BF:— BG = ВС+ BD. 


4 
^n 
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例 6 1305922-7,T1E RA ABC H, АСВ = ЖР, CD | AB FD, 


' ү yr АЕ _ АС? 
DE | AC CF E, DEL BC T FORE: pp = BE 


WR H. Z ACR = Р CD , AB, 15 AC? = AD: АВ, ВС? = BD 





AC? AD 
АВ, M pra = pp 
HZ CDA = XP E DE AC, А19 Ар? = AE C 
AC, [B] Ж DE? = BF: BC, 故 有 
AD^ _ AE: AC , q 
BD? BF-BC' p 5 
АСА АП? AEK-AC 
和 而 ВСА" BD: BF: BC 822-71 
AD' AE 
Br т? HL, _ Шш 
Br ИСЗ BF 


例 7 已 知 : 如 图 22 - 8, TE ABC 中 , AD Ж АШ AER Ар 
[ЕН 2F2828 AD T E, Ж BC 的 延长 线 于 F, 求 证 : ЕВ? = FB: FC. 

分 析 注意 到 EF 为 线段 4D 的 垂直 
平分 线 , 连 结 FAS AF = DF. 问题 等 价 
于 证 明 AF2 = FB: FC, Я ИЕН А AFC 
^A BFA. А 

因 4D EZA 的 平分 线 , Zi = 72, А. 
Z ЕАР = Z ЕПА, ЕВА – 21 = Z ҒАР Р 22.8 
- 2, АИВ = 73. X. Z АЕС 公共 ,所 以 


AAFC BFA AE - Le E ҒА? = FB: FFC. 注意 到 FA = FD, 





FD’ = FB- FC. 

例 8 已 知 , 如 图 22 — 9, 在 梯形 ABCD 中 , AB // CD, CE 是 
Z BCD 的 平分 线 , CE | AD FE, DE = 2AE, CE 把 梯形 分 成 面积 为 
S, 和 S, 的 两 部 分 . X 5. = т, 5,. 

解 dU CB Ej DA BJ SE 2832 Т F. Pd CE | AD,S 2 СЕ? = 
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Z СЕЕ 290, X. Z1= „2,4 СЕР СЕЕ. ЕЖ $ л скр = Sace = 
S = m, H EF = ED. BÍ DE = 2AE, fk A 为 EF 的 中 点 , 因 AB // CD, 
ELLA AFB 45 РЕС ,可 得 


2 
e аг)". [255 Nn A 
Sape DE | == “16 Bj Md 
2DE Е 
X Sa pre = 2.5 А рес = 2т, ВТЕ 
] N 
Saart = ]gS a pre = 3 сёї р 
1 7 
于 是 5$)=т-сузсут. 22-9 


例 9 WE 22—10,^ PQR 5 A P'O'R' Wit 2 56 [5959 = 
形 , 六 边 形 ABCDEF 的 边 长 分 别 记 为 4B = а, BC = bi, CD = az, DE 
= ba, EF = аз, FA = Б.Е: a? + а? + а? = bia bia b3. 

证 明 ЯЕ PAB a A g CB a 2 QCD 
A A RED A REF AA PAF. 

依次 记 上 述 六 个 三 角形 面积 为 S, 4 
5'1,50,5',53,5', WASA 

Si S4 S a= S + S, + S4. 


Р 






Q R 
bt Si b S93 bj S, ў 
T Sal Sa 8" 
а? S, Ё 22- 10 
bit b+ StSt Sa 
同 理 , 有 а > 


20+ b Si1+S'2+S'3’ 
EN _ S _ 
-bleb $ү+$›+5'3` 

=, ИЕ а a3 наз = bi + 62+ ал. 
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练习 二 十 二 


一 .选择 题 
1. 把 一 个 定形 对 折 ,所 得 的 患 形 和 昔 插 形 相 似 , 则 原 矩 形 的 长 帘 
之 比 为 ). 
(А)2:1 (B)3:1 (CM2:1 (DW3:1 
2. 如 图 , EF // BC, FD // АВ, BD = + 4 
ВС, BE: EA 等 于 ( ). 
(A)3:5. (B)2:5 (C)2:3 (D)3:2 Ё 
二 ,填空 题 В Б C 
3. 如 图 , ^ ABC Н, D 为 BC 上 一 点 ， 
BD:DC = 3:1, G 为 4D 的 中 点 , BC 的 延长 (#28) 
Z4 ACT E,Wl| BG: СЕ = u 
A 
È 
Ё E 
D B6 D C 
GB 30 (Ж 4 题 ) 


4. 如 图 , 公 ABC n, BD: ВС = CE: CA = BF; AB =1:3, 则 Saige: 
SapgF 的 值 为 

5. 如 图 ,全 4BC tt, Z A = Р, Ар | ВС FD, M JAD 的 中 点 ， 
BM ZAC T E. X E TE EF | BC + F АЕ = Д 


3, EC = 12,0] EF = . 人 外 
б. ШР, 2А8С H, Z B= ӨР, CD | AB, 1 | C 


EEH D,AE | BC, 3E ji Е, DE: AC = 
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4 
D C 
ужу 
| Е 
В Р C B 


(第 6 题 ) (第 了 7 题 ) 


7. ЗПР, 7 ABCD ЮА AC. BD УТО A, E E AB SE eR IJ 
—H.OEZ2LBC ЕР, У. АВ = а, ВС =, ВЕ = с, BF 的 长 为 ” 


8 如 图 ,已 是 入 4BC 内 一 点 ,过 P 分 别 作 直 线 平行 于 会 48C 的 
备 边 ,得 到 的 小 三 角形 os is 的 面积 分 别 为 4.9 和 委 , 则 入 4BC 的 
面积 为 


ANIN 
ZINN 
(第 8 ER) {第 9 题 ) 
三 .解答 题 
9. 如 图 ,在 Ri ABC P, Z ACR = ФР, CD 
—AB,M E CD. E8353, DH | BM, 3 BM + 
Н.А AC 的 延长 线 于 EE. 求 证 ; 
(DAAED A СВМ; 
(2)АЕ+ CM = AC: CD. 
10. WE. ABC F, AD. BF 分 别 为 BC、 
AC HERR, iE D IEAB I] SEE AC AB T E, 
交 BF FG, Z AC 的 延长 线 于 HH. (第 加 题 ) 
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7) В 





求证 ; DE? = EG EH. 

11. 如 图 ,四 边 形 ABCD $ 13H99, HZ ABC 为 65. H£X 133 D 
点 ,但 与 四 边 形 ABCD 不 相交 (DD 点 除外 ). 1 与 BA, BC 的 延长 线 分 
ТРЕ. Р, МСЕ 与 4F RA. ЖЕ: CA^ = СМ CE. 


4 C Я Е 
Е 
D >- F G 
(第 11 8) (第 13 8D 


12.4EA ABC Ф, А = Ф, AD | BC T D, Z B 415 
AD AC 38 E.F. Ж ac =J sb 25 < АЕ CF. 


13. ШЕ, ELA ABC. ВЈ АВ .AC( AB „ AC) 3325 I P ETE JE 
形 ABDE ACFC Et DC .BF 4r WA: AB. ACT M.N. 

(DË Z BAC = 90 ,求证 : AM = AN; 

(2) 若 AM = AN Е: Z ВАС = ЖР. 
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第 二 十 三 讲 平移、 对 称 、 旋 转 


1. 几 何 变换 是 把 一 个 几何 图 形 F, 变换 为 另 一 个 几何 图 形 F 
的 方法 . 平移 .对称 、 旋 转 是 三 种 常见 的 几何 变 搞 . 解 题 中 适当 地 采 
用 平移 、 对 称 、 旋 转 等 变换 可 把 某 些 几何 图 形 “ 变 换 " 到 所 需要 的 位 
E. , 变 为 所 需要 的 图 形 ,使 题 设 条 件 相对 集中 ,以 利于 运用 . 

2. 平 移 变 换 是 把 图 形 F, 上 所 有 的 点 按 基 个 方向 移动 一 定 距 
离 ,形成 图 形 的 几何 变换 ,平移 变 措 前 后 的 对 应 线段 平行 且 相 
等 ,对 应 角 的 两 边 分 别 平 行 且 方向 一 致 . 

3. (DC 1 ) 关 于 某 条 直线 对 称 的 两 个 图 形 是 全 等 形 . 

Cii ) 如 果 两 个 图 形 关 于 某 直 线 对 称 ,那么 对 称 轴 是 对 应 点 连 线 
的 垂直 平分 线 . 

C iil ) 两 个 图 形 关于 某 直线 对 称 , 如 果 它 们 的 对 应 线段 或 延长 线 
相交 ,那么 交点 在 对 称 轴 上 . 

Civ ) 如 果 两 个 图 形 的 对 应 点 连 线 被 同一 条 直线 垂直 平分 ,那么 
这 两 个 图 形 关 于 这 条 直线 对 称 . 

( v ) 如 果 一 个 图 形 沿 着 一 条 直线 折 亚 ,直线 两 旁 的 部 分 能 够 互 
相 重 合 ,那么 这 个 图 形 叫 做 轴 对 称 图 形 , 这 直线 就 是 它 的 对 称 轴 . 如 
果 把 一 个 轴 对 称 图 形 沿 对 称 轴 分 成 两 个 图 形 ,那么 这 两 个 图 形 就 是 
关于 这 条 轴 对 称 的 . 

(2) 如 果 图 形 Р, 与 ;关于 直线 1 对称 , 则 按 这 种 方式 把 FQ 变 
为 的 变换 , 称 为 对 称 变换 ,又 称 有 反射 变换 ,直线 1 称 为 对 称 轴 或 
反射 轴 . 

4,(1) 将 平面 图 形 F 绕 平 面 内 一 定点 0 按 一 定 方 向 旋转 一 个 
Ef « 得 到 图 形 FP. ,这 样 的 变换 称 为 旋转 变换 ,0O 点 叫 僻 旋转 中 心 ， 
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а 叫做 旋转 角 . 

(2) 旋 转角 为 18 的 旋转 变换 称 为 中 心 对 称 变换 ,旋转 中 心 叉 称 
为 对 称 中 心 . 

(3){ Т) ЈЕ F, 经 中 心 对 称 变换 后 与 图 形 F, 重合 ,那么 
称 这 两 个 图 形 关 于 点 (对 称 中 心 ) 中 心 对 称 ， . 

( ji) 天 于 中 心 对 称 的 两 个 图 形 全 等 . 

和) 关于 中 心 对 称 的 两 个 图 形 ,对称 点 连 线 都 经 过 对 称 中 心 ,并 
号 被 对 称 中 心平 分 . 

(VY) 如 果 两 个 图 形 的 对 称 点 连 释 都 经 过 某 一 点 ,并 且 窜 这 一 点 
平分 ,那么 这 两 个 图 形 关于 这 一 点 中 心 对 称 . 

( у ) 如 果 一 个 图 形 经 中 心 变换 后 与 灌 图 形 重合 , 则 称 这 个 图 形 
为 中 心 对 称 图 形 . 

中 心 对 称 是 对 两 个 图 形 而 言 , 它 表示 两 个 图 形 间 的 对 称 关 系 . 
中 心 对 称 图 形 基 对 一 个 图 形 而 言 , 它 表 示 某 个 图 形 的 特性 . 


BIN É ur 


例 1 SABC Ф, Z BzZ900,M AB 上 一 点 ,使 AM = ВС, N 为 
BC 上 一 点 ,使 得 CN = BM ,连结 AN CM ET P A oKRUE:ZLAPM = 
459, 

证 一 Е 23-1,:f1 C E CD Z AB, H 
CD = АМ, AD. DN , ЛШ JE. AMCD 为 
平行 四 边 形 ,有 ADL СМ. 

A AM = ВС, DC = BC. X. Z DCN = 
CB = XP, ON = BM, W ВК DCN 2 Rt 
A CRM ,可 知 DN = CM .进而 知 DN = AD, ÓH. Ё 23-1 

АРМ = Z МОМ = Z MCB + Z ONC = Z MCB + Z CMB = P, kt 
A^ ADN ЖЕ А fa AJE, Z DAN = 49. T E: Z АРМ = Z РАМ = 
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4%. 

证 二 23-2, M ЕМЕ, CN, H C 
ME = CN, iE ES AE. NE, WI UGIJÉ MENC 为 (ІІ 
平行 四 边 形 ,有 MCL ЕМ. X. CN = МВ, P 
ME = BM. НВ = 900, Hl ZAME = Z B = д e 
%P, X. AM = CB, 故 RtA AME 2 Ru СВМ, ,可 I 
Ж AE = MC = EN , AEM = 人 CMB. 所 以 ,有 

Z AEN = Z AEM + Z MEN Bl 23-2 

= Z CMB + Z MCB = ЖР, 

A AEN KSE HATH, Z АМЕ = 45°. 于 是 , Z АРМ = ZANE = 
45. 

=  WnEl23-3,3f A fE AR // ЕС, B. 

AR = NC. 连 结 RM 、BC, 则 四 边 形 ANCR 为 平 P 
行 四 边 形 ,有 AN/ RC, X. CN = ВМ, ARS en 
ВМ. АМ = BC, RAM = ZB =, В | Z 
^ RAM Ru МВС ,可 HH ВМ = МС, ZAMR = 

Z MCB ,日 23-3 

Z ЁМА + Z ВМС = Z MCB + Z ВМС = | 
Фр. 

所 以 人 RMC = ƏР, ^ КМС A SE Af АЈ, HT í$ МСЕ = 45°. T 
E: Z АРМ = Z RCM = 45°. 

+ 构 作 平行 四 过 形 是 平移 变换 的 主要 方式 .如 证 一 中 构 作 
гэ MCDA ,将 CM FREAD Ab, uE Е 7 NCME ,将 CN 平移 至 
ME 处 ,证 三 中 构 作 性 NCAR ,将 NC 平移 至 AR. 

例 2 斌 证 ;四边形 ABCD 的 对 边 AB. CD ЈЕ EF 不 
超过 另 一 对 边 AD.BC 和 的 一 半 . 

证 明 (|i ) 如 果 AD // BC, 则 四 边 形 ABCD 为 梯形 或 平行 四 边 
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形 ,EF 为 梯形 的 中 位 线 或 直接 有 EF = AD = 
ВС. Жі ЕЕ = > (AD + ВС). 


(HDWR AD 与 BC 不 平行 ,如 图 23 - 4, (Е 
平移 变换 :将 DA EE FT, СВ Р ЕК. ТОЛЕ 
FDAT, CFRB 均 为 平行 四 边 形 .连结 TE, КЕ, Ñ M / 
AT DF, BR Z FC, F 为 CD 中 点 , 故 AT LL b: 

RB ,四 边 形 4RBT 为 平行 四 边 形 , TR 5 AB XF BH 23 -4 

AB PRE, MU T. E.R 三 点 在 同一 直线 上 , 且 

TE = FER. 延长 FE 25,1 FE = 五, 连结 TS. К, ЈК FTSR 为 平 
行 四 边 形 , 有 TS = FR. TË 


_ 1 1 _ 1 _ 1 
EF = > FS < S C(TE + TS) = > (TF + FR) = > (4D + BC). 


з OAIE ABCDEF th, АВ // DE, BC // ЕЕ, CD / FA, X. 
AB - DE = EF - BC = CD — FA(>0). 求 证 :六 边 形 ABCDEF 的 各 内 
角 都 相等 . 

证 明 如 图 23 -5, 将 AB CERE SL A'C ,有 
ACH РЕ. Р CD 平移 到 ЕС' ,此 时 有 BEC // 
FA,H. CEAC E.xt A AYERE AE ЛЕ EC 
FE. hH АА' // BC, Ë AE' // ЕЕ. A'C' = АВ 
- DE, E'A' = EF - BC, C'E' = CD – FA. НЕЙ 
ИЯ, AB — DE = EF — BC = CD - FA, il 
АС = ЕА = СЕ, ACE E. 238 3 АЁ, 图 23-5 
三 内 角 均 为 60? .于 是 人 AE'E = Z EC' C = Z САА = 120°, ZAFE = 
Z EDC = Z СВА = 120, Ај ВСР = Z FAB = Z DEF = 120, 即 六 边 
形 各 内 角 相 等 . 

例 4 如 图 23-6, 在 会 ABC "P, AB = АС, / ВАС = 80, A Р TE 
A ABC R, Z PBC = 105, Z PCB = XP ,5R ВАР 的 大 小 . 

分 析 ”等 采 三 角形 是 轴 对 称 图 形 , 作 BAC 的 平分 线 ( 即 全 ВАС 
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的 对 称 轴 ) ,与 CP 的 延长 线 效 于 点 卫 . XE 
BD, M] ABD = AACD, H. 8 ЖП AARD & 
APBD, АТТ АВ = РВ. FE, ВРА = 7/270 


(180 – 40) = 1Р. 
85 已 知 全 ABC 中 , AD А ВАС, 


АР = AB, CM | AD F М,ЖИЕ АМ = (AB + AC). 

证 一 ”如 图 23-7, AD УНЕ ABD 
的 对 称 图 形 一 一 全 4ED, 则 有 AE = AB = AD, 
В = / АРВ = ZADE = ZAED. W Wit, 
Z BAD = Z САР, AE 与 AC 共 线 . 

Ж DC HPA N. #1 MN 并 延长 交 AC в 
FAF, ДИЕ ВА ВМС 中 ,DN = MN = CN , Fi 
АМР = Z МОМ = Z АРВ = Z ADE BI МЕ AB- 
// DE. 故 有 DM = EF = FC. PRVA 


АМ = AD + DM =} САВ + АЕ) + J ЕС = + (AB + АС). 
证 二 如 图 23-8, 以 Ci УЕА ACM 


ШО ЖЕ A ЕСМ, ША ЕСМ = AA ACH , ЖЯ Z F = 
Z CAM, FC = AC, САМ = Z ВАР, Z Е = 
Z ВАР, FC АВ. A Z FCD = Z B = Z ADB = 











Z ЕРС, ЉТ FC = ЕО. TE Н 
1р1 \ 
АМ = AF SS (AD + Ер) i 
= (АВ + ЕС) ü 
1 \/ 
= > САВ + AC). E 


例 6 如 图 23-9, MON 2 200, A 为 OM 
上 一 点 , 04 2443, D ON 上 一 点 , ОР = 


8/3,С ЖАМ 上 任意 一 点 ,B83 E OD. 上 任意 一 点 ,求证 : AB + BC + 
CD > 12. 

分 析 通过 对 称 变换 , 没 法 把 折线 化 “ 直 ” ,以 便利 用 两 点 癌 直线 
段 中 离 最 短 导致 结论 . 

以 OM 为 对 称 轴 ,和 作 D 点 关于 OM 的 对 称 
点 DD ,再 作 射 线 OD, Z MOD, = XP. [S] E, 
作 点 4 关于 0D 的 对 称 点 4&1, 作 射线 ОА, . 
人 D041=20. 于 是 人 410D1=609. 连结 ADi 07S 
ALB. CD, , А,В = AB, CD, = CD. Е, — 9 

АВ + BC + CD = A B + BC + CD > ADP. 

TEZ A,0D, 中 , ОА, = ОА = A43, OD, = 
OD -843, 有 ОА, = + ОР, 3LZ ALOD, = 60, BLZ OA, D, = 9 ,根据 
汉服 定理 ,可 得 

A Di = ОР? - ОА? = (842) — (443)2 = 12. @ 

由 全 ,四 知 AB + BC + СР >12. 

例 7 Qm 23 –- 10,25 АВС 中, АВ = 
AC , Z ВАС =90 , DAE = 45, BD =2, CE = 3. 
Ж DE 的 长 . 

解 HAARD 15 A E ep Ege o0, Du] ° 
AB AC Ab, к, D S£ я, С Hb, AG = AD, CG = 
BD. Fl 2 ABC 为 等 腰 直 前 三 第 形 , ZAC = 
Z B= 45°, Z АСВ = 45°, Br ЕСС = ӘР, X. Z РАС = Ф, Z DAE = 
45°, Z ЕАС = Z DAE = 45°. FEA АЕС A АЕР,Ж ЕС = DE. 

因 Ce = BD =2, CE =3, 根 据 勾 股 定理 可 得 

GE = CE2+ СС? =V 3 +2 = 13, 

BE DE = / 13. 

例 8 如 图 23-11, 以 A4BC 310, n] pH ET Ж 29 120 
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ES 23-9 
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的 等 腰 三 角形 ,它们 是 入 4B5 LZ ВСЕ ‚М АЕС. KE: A DEF 为 等 边 
分 析 ”直接 利用 题 设 中 国 形 证 明 
A DEF 为 等 过 三 角形 有 困难 .注意 到 
АЮВ = Z ВЕС = Z СЕА = ЖР, GARM ， 
JÉ ADBFCE КЧ 72Р, kk Rk =: 4" 
+H A f Aaaa, B ADAE + DBF + д 
Z FCE = 360 ,而 采用 旋转 120 的 方法 可 C6 
VERA EAD. A FBD Б А ЕСЕ 拼 成 有 公共 图 23- 11 
项 点 的 图 形 , 并 转 而 证 明 图 23 - 11 中 的 
A^ EFG 为 等 边 三 角形 ， | 
证 明 ДЕЕ, A EAD ВЕРЛЕН 1200, EA 2 ЕС 
Ab. D # G SE, BEDA F Nue EAS FBD 顺 时 针 旋 转 1200, FB Æ ЕС 


Ab, D E G ЖЕ, ECG + Z ЕСЕ + Z G'CF = 380, BEI СУС 


pan 
H - 





由 于 DE = ЕС, DF = ЕС, EF 24, Pr УД A ЕРЕ © A ЕСЕ. У. 
“РЕС = Z AEC = VF, tt Z DEF = Z СЕЕ = ЫР. |] EZ ЕЕ = 
Z СЕЕ = 60. АА. DEF KFA AÉ. 

例 9 BAZH m,n EFIT, A 是 1 上 一 点 , 求 作 人 4BC， 
使 B 在 直线 严 上 ,在 直线 n Е, Bf S ABC 为 一 等 边 三 角形 . 

分 析 如 图 23 - 12, E ABC 已 经 作 £ | 
出 ЖЕ AD Em, ААР 的 长 等 于 i 与 m 的 路 т 
离 , 试 将 全 4D8 旋转 到 全 AEC 的 位 置 , 易 知 
Z DAE = 60, WI E cx "TUAE, М C xin] " 
以 作出 . 

作法 ODE AD т, EEX Р; El 23-12 

(2) 4EZ DAE = 60, ТЕ AE LR AE = 
AD; 
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(DJÈ E JE EC | AE, EC ЗЕҢ п T C Et АС; 

(HA 4 АА АСУР, 35 m 于 8B, 连 结 АВ, ВС, АВС 
印 为 所 求 所 的 三 角形 . 

证 明 Æ RAEC 5 ААВ tE, АЕ = AD, AC = AB, WA Rt 
Z AECIS Rt2 ADB. MTZ БАС = Z РАВ. + Z 

Z БАС – Z DAC = Z РАВ – Z DAC, 
BLZ DAE = Z CAB . IB: Z DAE = 60°, 0 САВ = 60. МА АВС 是 
等 边 三 角形 ， 


1. 如 图 ,一 块 方 和 角形 钢板 ,试用 一 条 直线 将 其 分 为 而 积 相等 的 两 

部 分 . 
2. 两 人 轮流 在 一 张 长 方形 桌 而 上 摆 放 硬币 , 规 

则 是 每 人 每 次 摆 一 个 ,硬币 不 能 互相 重要 ,也 不 能 

有 一 部 分 在 昌 面 边缘 之 外 ,摆好 后 不 许 移动 ,这 样 

Zexl KE ,直到 谁 最 先 摆 不 下 硬币 谁 就 认输 . 

按照 这 个 规则 ,你 用 什么 办 法 能 够 取胜 ? E LED 
З. A ABC H, Z A-W, ZB < AP, SEI BC 3 

用 ,使 CD = АВ, ADB 的 度数 . 
4. 如 图 ,4 和 瑟 都 关于 六 成 中 心 对 称 ， 好 

4 用 与 所 .了 都 关于 Mnw 成 轴 对 称 . 求 证 : 
(DIU E ABCD ЖЕ; Е 
(2) AABE 2А РСЕ EXT МУ 成 轴 对 

称 , 又 关于 ОЖ: 

(3) AABE H| A DCF ЖШ =} N 

m. CB 4 10 

S. AABC Ф, AB = AC, P Ў ^ ABC 内 一 
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A, Z АРВ > / АРС ,求证 : PC > РВ. 

6. 如 图 ,全 4BC 中 有 一 条 曲线 1, 1 上 有 三 
点 各 .PN, 分 别 在 会 4BC B — 31 AB, BC, СА 
E.DEAC 上 一 定点 , 疡 是 曲线 上 与 P 不同 
的 任 一 点 . ж АР + P'D > AP + PD, 求证: | 
АРВ = Z DPC. | 

7.8 ЗЫЛ A ABC, E 为 AC 边 延 长 线 上 
一 点 ,以 CE 为 边 作 正 会 CDE, B, D 位 于 直线 
AE [BH], M LN LEX AD BE 中 点 ,求证 :全 CMN 为 等 边 三 角形 

8. TE SE REC EE f — 487. ABC th, ZA = Ф, P 是 全 4BC 内 一 点 ， 
PA = 1, PB 23, PC 2471 SR Z CPA 的 大 小 ， 

9. 035306 ABCD IE Ж АС. BD 相交 于 0, 且 AC | BD ,已 知 
ОА > 0C, OB > 0D, 求 证 : BC + AD > AB + CD. 

10, 已 知 等 边 的 凸 六 边 形 ABCDEF H, Z A+ ZC + Z E= Z B + 
ZD+Z F, RE:LA = ZD. 

11. #—5Е#ЁЖ Н ABCD, АР =9, АВ = 12, EACH E E A.C 
两 顶点 重合 , 求 折 痕 的 长 . 

12. A. B 为 直线 MN 外 的 两 点 , 且 A. B 到 MN 的 距离 不 相等 . 试 
在 MN 上 找 一 点 P, (E PA- PB1 最 大 . 

13. 证明: 三 角形 中 ,如 果 有 两 个 内 角 的 平分 线 相等 ,那么 这 两 个 
АХЛАН. 
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ЖЭ OG 


练习 一 


LE (DER = (2х)°—- y'= [(2х)5—- у°][(2х)%+ £12 (2x - y)(4x” + 
2xy 十 yx + yiga” -2xy+ y). 

(2) 原 式 = m [CI m) - G n) ] = пут - +a) (m+ ima 4 
n). 

(З) XX = a? r (a+ Sax + 16х2) = a? 2 (a + Ax. 

(AX = a^ (14 а?) = а 01+ a)X1- a+ o?). 

(DEA = 4a[4x^ y - {х? + y; 
= -dal xt + у*—2ху}(х' + y tRy) 
= -4а(х- у) (х+у)?. | 

2. 解 (DAA = (402 4x1) -4) = {2х 17 - (2y)? 

-(2x42y41)2x -2y 4 1). 

(2) = (x! - Az!) - (xy — 22) 
=(x-2z)(x+2z)- v(x- 221) 
-(x-2z)x-wy-2z). 

{3) 原 式 = 5o!mn(p - m! + 2mn - п?) 
= Sa^mn[ p! - (m - ny] 

-Sa'mn(p- m+ n)(p + m- n). 
3.88 (DEA - (P241) -9 2 (G2 1X - (3х) 
—-(x—3xy D x^ c 3x +l). 

(DER = (434 + 457 + 1) — 4а? 
= (2⁄2 + 1? - (2х) 
= (2х + 2х + 1) (24° - 2x + 1). 

(AR = (а5- 1) + 6(а- D = (a-D(a a7). 

A (OD К = (c a 2acsbd + Pd) + (Ee 2ай + 22 d) 

= 4b dt + bie? + a? d° 
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=c fatt PP) + (а + М) 
= (Ge 
(HAA = y — x° у + 1 — day 
2x4 -2xye1)- (а + у? +2җу) 
= (ху- 1)? - (+ у) 
= (ху+х+у- 1) (у-у 1), 
GRA = авж 2x+ x2 (xax. 
=1+2({(х+ 47) + (x +7)? 
={1+х+дх1}7. 
(HEA = (1+ y 20] y (1 - y) +х(1—у5-2(1+у)а1(1-у)- 
2x1(1 + у?) 
=[(1+y)+ x?2(I-— у)]?-(2х)? 
={(1+у)+а (1-у)+2х][(1+у}+х(1-у)-2х] 
-(x xy. y+1+2x)(x zy l4 v - 25) 
=[(ж+1)%- у(41-1)][(х—1)%- y(a1-1)] 
={х+1)}(хя+1-ху+у){х-1)(х-1-ху—ү). 


练习 二 


L (DS y= x+ x- 1. 
原 式 = y+y-2 
={у+2)(у-1) 
=(х'+х+1](х + x- 2) 
=(х*?+х+1)(х-1}{х+2). 
(2)5 a= x+ y,r= ху, W 
EA = (2-2) G2 3) - 2⁄2 
= ці Sr + ба? – 20° 
= au^ 5р + 412 
= (2 0) (2 40) 
z[OG y)? - ху] (ж + yY - Axy] 
= (x+ y? + xy)( x — yY. 
(3) t2 x - у, 
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原 式 = 已 -Ce+2)+8 
-(048)- (142) 
=(r+2)( 2: e 4) - (z + 2) 
=(r+2)[( 1-24 +4) (0446 4)] 
= {t+2):( — 61) 
= — 6:( t + 2) 
= –6(х- у)(х- у+2). 


(4) 26 = nic +7)2(6x 4 8Y(6x + 6) - 6. 
A mc6x 7, 


原 式 = тт + D(n - 1) -6 


= mm -1)-6 
= 7m- m* - 72) 


= 102-9) (т? +8) 
= bz +7)#-9][(6х € 7? « 8] 


=-L (6x + 10) (6х 4 4) (3652 + 84x + 57) 
12 


= (3х+5)(3х + 22 (2x7 + 28х + 19). 
(5) = (x - 6)(z —9)( zr +4)(x +) + 350 
=[(x-6)Xx+4)][(x-9)(r+7)] + 350 
= (2-20-24) (5-25 — 63) + 350. 
令 r= д®- 2x 24, lll 
原 式 = £(£— 39) + 350 
= (2 – 39: + 350 
z(1-25)(1-14) 
= (52 2x- 49) ( &? - 2x 38). 
(6) у= x 4 5x 4 6, Ш 
lis = (y - xy x) – 3а? 
= y! — x° - 3° 
=y -4x 
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=(y+2x)(y-—2x) 
—({+?+7х+б)(х 3x6) 
=(х+1)(х+6)}(х”+3х+6). 
(7) m = x2— x,n= =+ 3x-+2,MI 
ил, = m? + n - ( m + п)? 
= – 2m 
= -2х(х-1)(х+1)(ж +2). 
(8) t2 a b с, 
RA = lt- e)lr- aXe- b)+ abe 
= -(a+b+e) + (abs be+ ca)t- abe + abe 
= - ñ + (аЬ + bc + са)! 
=(a+b+e)(ab+ be + ca). 
2, 解 (DH бх? +7ху +2y2 = (2x + y (3x 4 2), 
故 可 设 
PA= (25+ у + т) (3х +2у+л) 
= 6х? + 75у + 2у + (Óm +2п)х (2m + n) y 4 тл. 


比较 对 应 项 系数 ,得 
Зт + 2n = - 8, Ф 
| 2m + n = - 5, (2) 
mn = 2. D 
Ф.О 18 m= -2,п= -1 RAOR OAM. 
故 EA =(2х++-2)(3х+2у-1). 
(2) ЖИВ. Ид = (xo mx + 1)(x2+ nz +5). 
== +(m+n)xz +m +6)x°+ Smt n)x+5 
比较 对 应 项 系数 得 
m-nz-l, T) 
| mn + б = 4, (2) 
5m + n = 3. e 


BO iS т=1,л= -2 АФ, OAR. Н TTE tb REIS 
EA (x^ xx -2x45). ' 
3. 证 明 {БЕ xà 2xy+ y? + x+ у 4 ВЕЛИ ОА Kk. A х2 – 25у 
+y = (x - y)”, ЕНУ 
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-layt ^*x +y-4=(x- ya m)x- y+ n) 
= x° -2xy у^ + (m + n)x—(m+ n)y+ mn. 
比较 对 应 项 系数 得 
m +n = 1, 
m + n = — 1, 
mn = - 4. 
(D. Qr fé а ЕУГЕН АСЯ, MERL. 
ANLE 设 
х? + 7ху + ty? - 5x e A3y - 24 
=(х+ту+ k)(x + ny + 1) 
=x?2+(m+ n)zy + my? + (k+ D x+ (ka + Im)y + H. 
比较 对 应 项 系数 得 


К+ =-5, 
kl = ~ 24, 
kn + im = 43, 
m + n = f, 
mn = f. 

由 中 ,加 可 得 =3,41= — 8. АСИЯ 
3n —- 8т = 43. 


НО), ФН m--2,n-9. PAQE 
t= mn = -18. 


此 时 lix z(x-2y-3)(x49y-8). 
练习 三 


1. 解 1) 原 式 =2x + (y-4)x- (у -5y+6) 
=2x + (у-4)х-(у-2)(у-3) 
={2х-у+2)(х+у+у-—3). 

(2) = (x-4y)(x e 2y) -(Óx -1y)-6 

={х-4у—-3)(у+2у+2). 
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Ə 6a 


c» @ @ ©@ S 


ej 


2. 解 (1) 蛛 式 奇数 项 的 系数 和 与 偶数 项 的 系数 和 相等 , 故 含 有 因 式 x +1. 
利用 综合 除 靶 可 得 原 式 ={r* D - 3x +4). 


С) F х,у 的 齐 次 多 项 式 , 先 考 虚 分 解  - 19x - 30 IPEA, iO f(x) = 


e – 19 – 0. 9 0-2) = f( 3) = f(5 20,8 f(x) = (x+2)(z - 314 « - 5). T HI 
式 = (х 2y x 3y)íx-5y). 


(GHE f(x) = x Зри + Gp? - qx + pp? - 42). 5 
K- р) = (-— р) *3p( - p? 4 Gp! - OC - p) e p(p' - g) 
= - pap! -3p + p! + p рр 
= 0. 
AY f(x) & IL *+p. 拆 项 分 组 ,进行 因 式 分 解 ， 
f(x) = (z+ 3pé? + 3p? x + p?) - ф(р+ x) 
= (х+ р) - (p+ x) 
(x р) (х + р) 1 


=(х+р)їх+р—0)(х+р+4). 


З je /(x)= aa + ау" 7 5 + + арх + а, HE f(x) = (ax - 6) 


(«) + r (8(z) 为 多 项 式 ,r ЕИО) AAE) e o M rS 0 BELL (z) = (ax = b) 
gix) ax - b МОЙ nd X 


(2340 f(x) 2 222 - 702 – 3x + 18, 0] 


K-X)sx -3y 00 -33-3x(- 2) +18 


2 6 9 


= 4 +5 +18=0. 
故 24+3 是 不 她 的 一 个 因 式 .进而 ,有 


f(x) = 2x5 +3x (105 + 3х – 18) 
= a (2x 3) (24 + 3) (5x — 6) 
20x43 x -5x + 6) 


={2х+3}(х-2)(х—-3). 
4. 解 


(1) 当 a=b HERALA a -上 是 原 式 的 一 个 因 式 .因原 式 是 关于 
a, b.c 轮换 对 称 式 , 故 还 富有 因 式 上 -ce,e -a. 有 可 设 

Кїл = k(a- b)(b- с)(с- в). 
令 a=1,5=0.c= -1, 得 


(1—0)%#+{й+1)59+6-1—1)%9=А(1-040+1Ю6(—-1-1), 
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BO k=3 BrlBixX-3(a-5)(5- c)(e—- a). 


也 可 利用 例 5 直接 得 到 结果 . 
(22$ y+z-— x= m.z+ x—y=n,x+ y— z= і, 
原 式 = (m +n + 1) т - at Ë, (D 


H m= -二 时 , 原 式 =0, 故 厚 式 舍 有 因 式 m+ mn, 由 于 原 式 是 关于 mon 1 的 对 
WB BUB n+l, Lr m. IE 
原 式 = k(m+ n)(n + D+ m). (Т) 
HR т=п={=1.Щ(),@{# k= 3. BEI 
En 23(m + n)(n + D (I+ m) 
=3*2'2х*2у 
= ?Àxyz. 
5. 证 明 P50 都 是 齐 次 对 称 式 . 当 x= — y HF. 
从 = 人 -中 Hz 一 0， 
P= 2n+1_ ntl 
故 x+y 是 P.0 的 一 个 公 因 式 .根据 对 称 性 ,y+ z,z+ x 也 是 P,0 的 公 因 式 . 
因 0 是 三 次 齐 次 对 称 式 ,2n+1>3, 故 0 ДЕР АЈ. 


练习 四 


l.(4m4 5) -9- (Am +5)7—3%°=8(т+2}(2т-1). (А). 

2.а2= с? = (е + Б) (е- b). e, b HAE, b+ ezc- 4b, 而 a HE 
ЖОРТ ec ba, c- bz 1, ЗЯ с, b НИЕ, —ағ— Е. (С). 

3.202 + (x + yY - (à у) zx e yY[2( 6 9 4?) (x — ү)*] = (x+ 
y)’. Ж х= — y. AC). 

4.998 – 22 = (998 + 2) (998 — 2) = 996000. 


lya lya Ly. 1  -2-123 1.1. 199 - 1. 
SU- U- м--н) Ug g 1999 
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б. х? -2xy - Зу? + 202 + 10у: – 82 = (x - Sy t dz) x+y -22) 22— x. 

7. BH em P a-2-16-0 E 1 + т - n*1-16z0 3719 m = — 5, п 
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= 0. ТЕХ mn = — 100. 
8. 证 上 明 3*7 + т = (3° *2_ 3%) + (3^ + m) 26:3 - 3 + m. E 33 om 
能 被 13 整除 . 
9.8 Pel Pel erg (P 3 - 
2") z(3 ti. aT- 2"). 
当 ==1 时 ,该 数 等 于 13, 为 素数 ， 
当 n>1 时 ,有 3" -2">1, 该 数 为 合 数 . 
10. ШЕН 令 y=x*-3x -44, 则 
(х+1)(х+2}(х-4)(х—5)+10 
=[(х+1)(х—4)][4+х+2)(х+—5)]+10 
=(x2- 3x- A)(x?— Зх — 10) +10 
= y(y-6) +10 
= (уг -бу+9) +1 
= (у- 3) 4120. 
tu. iE Bip -4g-4(ma D = 0,0 dq = p^- (m +1). T E 
Р= 4% Ap?) + [p? -K т+ 1)]x? +2р(т +10) (m e1Y 
-4x + ра + (пев 1) Фра? 40 т +1) 2 *2p( m * 1) х 
= (242 - px — m — 1), 
即 为 一 个 二 次 三 项 式 的 平方 . 
12. 证 明 (7—х)(3-х)(4— х?) - 100 
= -[(х-—7)(2+х))[(3-х)(2- x)] - 100 
—({(х*-5х—14)(х — 5x +6) — 100 
--[(x-5x)-8(x*— 5x) +16] 
= — (x? -5r AY gÂ, 
所 以 (7 - z)(3- x)(4— х2) < 100. 


练习 五 


1. 因 |x| 220, 41-30. a c RB). 
2.5 а<0. тенин a, H a> -1. 选 (1B)， 
3. 原 式 =6- 7“ х= -1 时 , 原 式 取 最 小 值 4. 选 (A). 


Gli 
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4. a-hà-x,b-e-y,c-n- z,li x«QO,y «0,2»20,H х+у+т=0.1 
Ж. 
+ d,d, 了 
= + ИР 
+ X + O 
xyz 7 2ху2 i 2 xyz " 
(В). 
2п 


in _ 
5. 原 趟 = 二 -一 l_ = =l leg aglia i) д2" 2, 
x" —] x" +1 





dab a-b аһ 
6. 原 式 =( p+ аи 
4 





+ (а- Б) | + (а+ Б)? 





а — b "Gl 

















41a -4-—4a 





„52 -Заһ2 + Заь- а b-a  b-a 
5. ЖЯ, = bla- BY - P(a-by 5 


2-1 1 
当 g=1,8=2 时 , 原 式 = ^x g ， 


sp) 
ы РЕТРО х°-1 
x*(x-1) х’ 


xŠ 1 х* 1 
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10, 解 i a= x+ 二, 则 #+-5 =(к»+--)%-2=а2-2.{ЮЁ 
x 





z 
е l y, s -ati 
原 式 =a -la 1-1) 2902) 


2 (E a * ly, (a- 1) 


=a a-l а* — а+ 1 


=a?2- (a? —- a+1) 
=а—1 
satt l. 
x 
ах —– { ах — 1 


п. H кк (х-—1)(х*+1)' 














Bts b ЗНИК, m= -1,n=1, 有 
ах — 1 一 =- + SEE 
(x-1)(x2+1) *-1 x41 


bx 41) e (ex 4 5)(x - 1) 
(х= 1) (2+1) 


(brc) «(5-ext(5-5 


i (ж DC +1) 
比较 两 边 对 应 项 系数 有 
t+ c-0, 
| с= а, 


b-5--— 
fid Ь=4,с= —-4,a-9. И a b+ c= 9, 


DA 原 式 = lace) lab) (b-a)-(h-e)  (e-5)- (c= a) 


























a-5XYa-c) ' (b- e)Y(b- a) (е a)(e— b) 


1. 依 题 设 ,一 一 m. > n[i85ím-1)24(2m +3). dEfff B 3m = - 17, ét 


m- РТ т = 了 满足 题 设 要 求 ， 
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2. Iii EA 


1 -oe (а Б)? 
Bp . TU 





Д axb, 放生 = 022. 


一 dà 


ти, 
l k-5 k-i 
x(r-]1) + х(х+1) (х-1)(х+1)” 
去 分 母 ,得 (x«l e(k-5)(x—-1) = (k-1)x. 
此 时 , 源 方 程 的 增 根 x =1 应 满足 中 ,和 代 人 中式 得 下 =3. 
кшен ал 

















了 l ,url _ 1 
(i ] x42 +“ + Gp — s) = 1+ 
dl 1___,,_ 1 
3p x x l+: 
‚ l_ im. 
所 以 x; 19957 LA х= 1908. 


5. 解 ” 原 方程 可 变 为 
1 1 .1 ll 


x+2 х+4+ x-6 x-4 














BÚ _— 2 ______2___ 

(xy+2)(x+4d) (x-6)(x-4) 
去 分 母 ,得 (xt2)(x4d4)- (x -6)(x—4), 
化 简 得 lős = 16. 


解 得 x= 1. 经 检验 zx=1 是 原 方程 的 根 . 
6. 解 ” (1) 原 方 程 可 变 为 


2 4 5 
(x*D(x«3) (х+3)(х-1) (х—1)(ж+1)` 
去 分 母 ,得 2(х-1)+4(х+1)=53(х +3). 
解 得 x = 13. 经 检验 x = 13 是 原 方程 的 根 ， 
(2)} 原 方程 可 变 为 
(ee 2) e REA Da 
Bi xtd - 2x45 


хї+5х+13 2x -7x 420 
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因 x+4,2x+5 为 零 时 的 x 值 不 是 原 方程 的 要 , 故 亿 可 变 为 
х2+5х+13 2x +7x+20 





x + 2х + 5 ' 
从 而 ,有 (ze De zà eG Dg Уу; В. 
9 15 
所 以 xtA 2x5 
可 得 02x -5) = 15( x +4). 


解 得 х= 5. tem у = 5 EF PERU. 
7, 解 〈1) 根 据 合 分 比 性 质 , 有 


x + _ 1 
ytz xz4l z+y-l 2(xm+y+z) 2' 
TÉ 25 -y-zz0, 


2y— x— z— 1 = 0, 
2z— x— y+] = 0. 


X xiytzcl. 


© eoo 


DH OR s p EI eg 
(D OS 3у = 2 GENS у=: 
+ 四 得 3:= -二 ,进而 得 := -万 


1 
б 
经 检验 ， ‚1 是 原 方程 组 的 解 . 
1 


= = 


1776 
{2) 原 方程 组 可 变 为 
х(у+1) ., 


x+y+l 


х(2+2)_. 


Etro C 


(yrl)nze2). 


y+z+3 


HF xy,y+1,z+2 ARAE FE S 
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x*y*tl L 
x(y+1) `2 
x+z+2 1 
xíz42) 3" 
y*tzt3  —— 1. 
(y+])Xz+2) 4^ 
i d d 
Bp x Cvy417 2° 
d 1 Ll 
“+2= 3° 
1 1 _1 
ү+1 z42 4 S 
三 式 相 加 ,得 
i d lB 
r y+i z«2 7 出 
OLET =Ф,®,@@ 
1 7 
x 2А4' 
_1__5 
y+1 217 
Dol 
z+2 247 
‚_ м 
77 
Kam у= 0,2222. AR у= 是 原 上 方程 组 的 解 . 
5 
z = 22 


5. BE. 设 甲 的 速度 为 3x 千 米 /时 ， 则 乙 的 速度 为 2x + Ж. ЕИ, 
得 
001 „1% 
Ax з 2x' 


解 得 x = 6. 经 检验 x=6 是 原 方 程 的 解 .又 2x = 12,3x = 18. 故 甲 的 速度 为 18 F 
米 时, 乙 的 速度 为 12 FRAT, 
9. 解 ” 设 人 工 每 分 钟 详 电 x 字 , 则 收报 机 每 分 钟 译 电 75x 个 字 . 所 以 伴 电 


3000 个 字 所 需 时 间 分 别 屁 220 分 鲜 和 :400 分 钟 . 依 题 设 ,得 


X 


I+ 
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3000 =— + 2х 0) +25. 
x 75 х 


解 得 x = 20. 经 检验 x = 20 满足 题 意 . 又 75x= 1500, 故 人 工 每 分 钟 译 电 加 个 字 ， 
x ers eor PEERS 1500 个 字 . 


10. 解 ”不妨 设 A.B 间距 离 为 上 . 甲 由 4 到 且 需 * 分 钟 , 乙 由 下 到 4 需 y 分 
钟 , 则 息 的 速度 为 ZORRI REEE 


(+, L). ag = 2, Ф 
ху 
2 3 | @ 
x у 

1,1 L 


HO, Gee" o 经 检验 | 7 REB. 
& нала Вод ZA 28 AR ОИ. 























练习 七 
2 
p] HAY (Ep 23.3212. B(A) 
y y y 
1 b ü b a _ 
М тт рер ар ri ari 
1] _ = 一 一 于 一 一 = -二 zr 
LA a + 5 + c = 0, 8t zaas SPERTE zp HE 
i L. E l pd 
съ a° — ё? 2ca' ^+ 12 - 2qb "二 式 相 加 得 el 1+ a- bt 
l 1 L. al a+ b+ e 
pe 23h ?ca 2a Эа =0. 选 (C). 
4. 根 据 等 比 性 质 , 有 有 
mm c da + '`` + Gy 
G; аз —  G| t+ 


jt aat’ + Gi 


_ 100 
Q| 十 ау +" + йу 09 ` 
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- 2 + йз + 04 一 (li 
S. a +m + аз + 24,70, 1. ——— == -liÉr a + a+ 3 04 


й] 41 
0), BEGEN, A 


Caz + as + 04) + Cay + ay t a + (ау + az + аз) +l a + ay + as) 
о tat Q4 十 G4 


L = 





Xa аз Gic (4) 








qd d> + а3 + 04 = 3. 
XO. 
6.822! 5a «2-018 + L- S. TE 
a l1 | 1 _ 1 _ 5 
04. ED (a MG LY - 3] 313.3] 65 


TBS =Ë = =Й x=2k,y=3k,z=4k. 有 


2 22232 __(2Е)?-2(3Е)?+3(4&)*_ _ 
好 十 2 和 5 二 32  2b3k.2-3pb4ke3udke2k 27 


8. 由 条 件 等 式 得 上 -十 =3, 二 + 二 a 1 L = 5, 三 式 相 加 得 -< + 十 


"b 
.— -6. 于 是 
е 
20k 1 — |i 
abtbctca 上 1 1 6$ 
+ — + 
e ü b 
9. 由 条 人 忻 等 式 得 
«{(1+Ь)+%(ї+а)__а+&_ 
{1+а)(1+%) "I*a4b' 
Bi Lat b) + 2ab _ a+b 
l+(a+h)+ah l*a-b' 
去 分 母 1018 2а8&(1+а+ b) = ab(a b), 
因 ab 40, Pr Pl XXI+a+b)=a+b, 
Ж a+ b= – 2. 


10. 888 & a-2x-i3b2y-loezi-i/H atbrcz0. ur 
(а+ bec = a e 02+ с + abt bct ca) = 0, 
所 以 a b c2 -2Cbe t cat ab), 


- 1 
于 是 , 原 式 = Dhit, - 


аъ b? + c 
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11. 解 ” 依 题 设 ,有 


a el. lad + 二 


+ 一 )+ c(l e L+) =0， 


| 


1 
ü 
+4443- 
++ + ) =0. 


В| (аж + е) С 
í l,l1,1. 
可 得 a+ b+c=0 或 一 + bt QUO 

l 1 1 gag teata - 

Mo ect 0681, ит =0, 0 bc + ca + ab = 0. 
进而 .有 

(а+Ь+ с) = а + bi H et Hab bec са)=1+2х0=1. 


18 а+ф+с= +1. 
综 上 所 述 ,a+ b+c=0 或 +1. 


A = К 2” m | . - 
12. 证 明 *+- с=т; k Mj 50, х= К(а+2Ь+с}, 


у= Ка-с),2= k(a-2b e c). TE 
к+2у+тш Е (о +2b +e)+2(a- el+(a-2b+ e)] = 
x—z=k[(a +2b c) -(a-2b c)]- Abk, 
x-2yz- k[(a +2b + c) -2(a- e) + 0а-26+ e)] = 








a Ё € 
进而 .有 xb2ytr x-z x—-lyti 
_ a _ &« ——— 0 05  _ а 
13.88 2à 4e 2а2+%(-а-Ь) 2ad-adb-W (2a+5b)(a- 0) 
— M _ 
(a-c)(a- bY' 
M Bo 
pi 25+ ас (b- c) (b-a)' 
с? е? 
28 «ab (c- a)(c- b) 
三 式 相 加 ,得 


а? b? c 
B i blae) *(b-eo0b-a)* te- a)(e- b) 
_ gb- с) + (e- b) c c(a- b) 
mu (a- b)(b- с)(е-а) 
Ca- b)itb-c)ie- aj 
 (a- b)(b - c)tCe- a) 
= |. 
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练习 八 


ln 3-1 为 无 理 数 , 选 ([C)， 
28 050, a. 可 得 130, 8I bac. Ку — ab = 161 -abs - b 
/ — gb. (B). 
3. 8/2 + (242) = 0/22 = 2,0-4/3 20 np Agri C1) (20 CA) Re Boni. Я[ 
以 证 明 (3) 是 真 命题 .假设 a+ 5 = c, 其 中 a,c ЖН REIR b 是 无 理 数 , 则 565= с 
-a M є- a АЯ Ж, ТТ. ЕРТК. (В). 





2 К: f 1 
носе ear TEST a-p- {el 
好 十 1 а-а аба 1) 
[а — 11 l-a - _ 
ide =а-1--—®р=а-1+-- 2-43 1+ 本 万 -=1- -4342 43 
=3. 选 (DD). 


5. a? = 2000 + 2 v 1003 x 997 = 2000 + 2 v {1000+ 3) (1000 — 3) , 52 = 2000 + 2 
v 1001 x 999 = 2000 + 2 v (1000 + 1) (1000 — 1), с = 4000. Ж с> b> а?. Н а, 
b.e 20,ETIL UH c> 5» а. 7D). 
6. A = [6/3 5X - (2X 1(GU2*? - (Уз -48Y] 
=(6+2/15)( 2642/15) = 4(15 - 3) = 24. 
7. 因 0< x « 13, ER 


ew EPI ?+ -2- Ie Li -ia- lisa + 一 (二 


-x)= 
$. H x ET ум, ЙН 412 —4х – 1993 = 0. X. 





4x! – 1907x — 1994 = (Ax^ 4х - 1900) x + (dx? — 4x — 1993) - I 
& 原 式 =({-1)2 = -1 | 
9. x-y-l,x-yz43—-42. JE 
(ode, ya Gay? Lu „ЗУ? 1-2 . 
2 


+ xy = 4 + ху = 
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10. 两 根 式 同 次 , 故 3r+y=y+6 从 而 x=2. 因 是 傅 数 , 且 7+6z2,2x 
-yzá- y>0,P kl – 4= yat. 

# у= -4,-2.0,4 时 ,两 根 式 并 不 都 是 最 管 根 式 , 当 7=2 时 ,两 根 式 分 别 
为 93 与 y8 ,都 是 最 简 根 式 , 故 y -2. 


п. | х2 + 42у = 43, D 
+x = 43. 2) 
(D -pt (x— у x4 y-42) = 0. y 
H хуу, ETEA r- y= 0, СО 

x y-42. e 
(D O8 х? + y! 4d 2(n- y) = 243. E 

DRAH 
xb. y? 2203-1). © 

HOD ,地 得 


Liles уу (+ у9)]= 55160202 -263-10))=2-43. 
所 以 tett - 293-1) a3. D. 


y x Xy 2- 
p.f Ya+l va+2 (latl)/as3) ca+4ya+3 <1. 
/а+2 Var3 (a+2) e+44a+d4 
а + 1 «Уа+2 
& Jar 4a43 


]3. 88 (DREH, с, d 不 能 同时 为 零 . 
£ c-0,dx0.HI bc - ad iñ a = 0. ETE 


_ах+&Ь_ b 
Seed d 





为 有 理 数 . 
车 cz#0,d=0. 同 样 可 得 = EDER. 


F c40,d 20, HH be = dtte k= JD а= ck bu dk, A 


ckx + dk 
ex d 





= k 


s= 


197 


HAARR. 
(DEHE ;是 有 理 数 , 则 
So + sd = ах + b, 
故 (b— sd) + (a зс) х= 0. 
ВТ b-a, a-s 为 有 有理 数 ,x 为 无 理 数 , 故 
| b - sd = 0, 
e — jc = 0. 
Dxe-Qxdt& 
be — ad = 0, 
BD hc = ad, GARIT E A * 是 无 理 数 ， 


14. 证明 (2-2 siba, 





TR 


a a*2b. — (/2-1)(a-425b) 
U2-302- pm - Ма+) 0 


Dp a set tem, 
练习 九 


1. ЖЕЕ, (х -2Y + (y- 172 =0, FË х=2,у= І.І, 
f^ 
-ty 205231 „{2+1 (5 Ly a3. 243. 


V3y-244 Мз-2{2 42-1. 


选 (C). 
2. IK Bio E 
| a — b - 2⁄3 = 0, 
a + b-242 = 0. 
六 + 加 得 а={3+{2, 
四 -人 中 得 b=42 -Jy3. 
HODR È 0253. 00 /3)°ь2/6-5. 
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eo 


e @ e 


(р). 
3.y 2 3 42:342 + (4/23 = v (3442) 23442. 4«34 /2 «518 x (3 
£42) -A2 2-1. FE 
x? + 2у= (42 - 13 4 2(3442) 23-242 +6 + 242 9. 








WC). 
A, 可 得 a 2- 1.16198 
b-4/6-2.FEÉ 
2 1,2 |l, - -JE 
Ба es $87" (21) 246-241. 
H(A) 
5, КАЙ, 


a?^-248- m + n-2 mn. 
因 о,т,п ЖЕ S m+ n= a mna = 8. $Ñ mz n, m =4,n = 2.3 m = 
g,n= 1. т=4,п=2,Й| a? 2 6, SUR Hf BÉ. X; т= 8, а= 1, M] а =9,а=3.1% 
(A). 


3442) «(/2-1) 1 _ 1 
和. 原 式 = 了 0“ 万 -+ 万 4 


= (4241 3-42) 4341. 


5 NES NE nq 











EN тту h.l 
М Уз” ei? $n 
= 2+1. 
2 u — 2и 
8. KEEN, Bano 3; 20:3, 3, 29 ,于 是 神学 L3 20, BI e - 2u. 进 而 有 。， 
- ui RE 
ub - m+ = ш – 2u2 + 4ш? = Зи? = m 
ег do l. КГ 
9. SE ЖОК = sep Ya, г 
CL, dup, dy 
= (+7705 үз? 
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-( Ly, 
Y 


当 x24] 445,y 2434] B. 
原 式 = 075 - = 人 = [4/7 «45 -(/5- DI» (07417 284247. 
十 


Ю.Й rav 16-8y3+3=Y (4-/3)2- 4 —./3. 111904 – х)2 = (7332, 
El à-—-8z:41320.T E 


_ (= -8x + 13)( x° +2r+1)+10 10 _ s 
(xt - 8х + 13) +2 2 
l. ЕТЫ, 





1 


хка-2+—. 
a 
Bil а+-к=®+2.Ж/х= E, zl, 一 3z0. 于 是 
п 


V Axa m (x42Y- A / (as y- = (a- Ly =а-4. 
所 有 ,有 





(ae+ 工 )+fe- 二 ) 
_ a r a 
= ==. 
L 
üt 


) 
12. 解 it a-6.3,b-1.7,W| a» b > 0. 


(в+-)-(а- 


“Саз Ў -dab @—?%_ 
13. 解 ” 依 题 设 , 有 


p26 +3) Bes 1-0, 


即 Pepe aco, 
所 以 2b. ly. ü c? = 0. 
于 是 е = 0. 118 =, 
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练习 十 


1. 平 方 数 的 末 和 位 只 能 是 0,1,4,5,6,9, 因 111,444,555,666,999 均 非 平方 数 ， 
H 1111 也 不 是 平方 数 , 而 1444 = 382, 8 1444 为 所 求 ， 

2. 贪 有 育 数 个 正 因 数 欧 正 幕 数 必 为 平方 数 . 上 反之 也 成 立 . 100 以 内 的 平方 数 
有 1,4,… ,831, 共 9 个 . 

3.3 п=1Ш],4з7+5л=9 AFAR, H neal Af, n+ 4n? + $n«4 
{п+1) = (204 2. п= 1. 

4,47 + 4190 ү дт = 55301 + 2.21915 4.027759 34 2x — 54 2 x 1045$, x = 1972 
时 , 揪 呈 里 的 式 子 的 值 是 站 方 数 ., 当 x > 1972 时 ， 

gy Th) «lI 42-2195 + 2269-27) < (22-2 + 1, 

| 42-205 29 3- PUR CE lr 1972 为 所 求 . 

5.Ж ШЕРА x, v MOS, Er UA 

N = 3000x + 100x + 10у + y = [99x + (x + y)]. 

因 N DET LX ME xe v Вел, уво 2x yul8, E x+ y= 11. 
N= AT (9x +1),9х + 须 为 平方 数 , 唯 有 x = 了 .此 时 y = 4. 疏 矩形 面积 为 xy = 
28. 

6.üE8B 依 题 设 , 可 令 n's ka, НН k ЖИЕ Ж (Br rd 是 整数 x 的 
平方 ,那么 

本 

注意 到 k EF Ikelk DAM n 2E REGE E.E Ez 为 平方 数 相 


ЖЭШ , 故 命题 成 立 . 
7.WEBH 四 个 连续 目 然 狐 之 积 可 以 表示 为 
n(n e I)(no 2)(n 43) 
= (п? + 3л) {nt 43n42) 


= (nf +3л)2 +2002 + 3л) 
= (п?+3п+1)2- 1. 
面 (n*-*3n), «(m + 3а 1? - 1x (n + 3n 1]? 
所 以 ,四 个 连续 自然 数 之 积 不 是 平方 数 ， 
BERA 没 五 个 连续 自然 数 为 n -2,n- 1, n.n £1. n &2( nz 3) Hl) 
(п- 2)2 + (а - 1) + п + ín 1? * (n2) S n+2}. 
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€ 5(п2 + 2) РЕА, 518? + 2. [BEL 天 的 末 位 数 只 能 是 小 1.4,3;6,9， 
故 玉 +2 的 末 位 数 只 能 是 1,2,3,6,7,8, 不 能 为 0 或 5. 故 外 虹 +2 这 表明 五 个 
连续 自然 数 的 平方 和 不 是 平方 数 .命题 获 证 . 

9. 证 明 如 果 这些 数 都 旦 奇数 . 由 手 奇 数 的 平方 被 8 除 时 余数 都 为 1, 和 本 
+ aj al oj ai dE 8 kk 5.U 52 В L.7P 8. ТЕНЕ. 

10. WERA 11-1 22:-:25 


—— 
1 下 +1 才 -了 
= libel x 10) +2 + 22...20 5 
ш? тш Ё+ [12 
= 11-1х10*®*?°+2х 11-1х10+5 
к k4lTLl 


10“ *! - 1 
9 








9 x 1045 
[C15 *? — 105*23 4 2(10*5 *? - 10) + 45] 


" 


H 


CIO 2 4 10*5*2 25) 


[C10 5102 + 2x 105* ! x 5 57] 


di 


(1014 5y 


p | w|- e|- | | 


[(99-..9 41) +5]? 
mcr 


+ (99---9 + 6) P 
k IT 


= (33-.-3 + 2). 


MÀ 
&+ V3 


il 
| 一 


k21.2,7.n. 

11. 解 ”分 下 列 二 种 情况 来 计 论 ， 

(D4 n«8ET,N 225 +2" 227(27 7 +1). 为 使 点 是 平方 数 ,必须 N EB 
ж.а "Ар, ДО" 也 必须 为 平方 数 , 即 n 为 偶数 ,2,4,6. 经 验证 ,可 
H NN 者 不 是 平方 数 . 

(让 当 =8 时 ,入 = 站 +27 = 和 + 站 = 入 ,也 不 是 平方 数 . 

(ii) о> 8, N: 28 625 2281 + 2079). Sh N FEE EL aS 1 + 
2 一 为 一 个 奇数 的 平方 . 设 

1+2" = (2А +1) Ak! + Ak +1. 
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于 是 277-*24k(h +1). 
Xi n=9BF MÜ) 1=28(+1) ,左边 为 奇数 ,右边 为 偶数 ,矛盾 ; 
fi n-10,ll] £z (Е D, ЕЕ. 
Zi п>10, Ш k(k«1)227 9, 
由 于 和 点 + 1 为 一 奇数 ,一 偶数 ,于 是 只 能 是 


{ 
ke1-27- 0 
所 以 了 = 11. 


综合 上 述 , n= 11 是 惟一 能 使 发 + 22 为 平方 数 的 正 整数 . 

12. 证 阴 (GP ryb, tryter нА, АРД л <a+y+lex + 
x+1<x2+2xr>r+1= (x +1). 

ERO x^ + xY+1 夹 在 两 个 相 令 的 平方 数 之 间 , 所 以 t ytl PEERK. 

GDH xe у, у < у +4х+3< у +4у+3< dy s 4-2 《y+2), 这 时 
X у +45 +35 у +2у+ 1=(у+1)?,| 2 +4х +3 ЖЛЕ DI 

Hoy 44x432 r +2у +1, 2r 24x 42, y -2x +1 HT, y? + Ax +3 506 
Эт АНН. 

(х+ 1) <х\+у+3=х°+(2х+1)+3=х°+2х+4< xà o dx c A- (x+ 
2)°, 

所 以 x* + y+3 不 是 平方 数 . 

综 上 所 述 , 对 任意 正 整 数 ryt yl **+4x+3 中 至 少 有 一 个 是 非 
平方 数 ,也 就 是 不 能 回 时 为 平 睫 数 . 


练习 十 一 


1. 由 13x <28, 可 知 x2. e foy osi E a 2B y HQ y) = 
(1.5). 
2. 原 方程 可 变 为 {x -5)(y-2) = H2 1x HLLPÀ х,у 为 正 整数 , 4 一 5， 


x-3-l, x-5z1l, 
-1яу-2й{* jo 或 1 ‚| Ор 


3. 没 所 买 金笔 、 К. ТОГЕ x, yz, M 
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Wa D 


05 + 3y + Fz = 100. © 


(2 х2- 018 
195 + 5y = 100. Ge 
Bi BAD Six, H т<6. Т0 x =5, 即 为 金笔 购买 支 数 . 
4. 设 索 辣 . 臣 图、 伍 元 的 人 民 币 各 需 x,y,z ЕВН 
х+у+ х= lð, 
x+ 2y + 5z = 18. 
(à -中 得 y * dz - 8. 
HOMA | y,y =0,4,8. 相 应 地 有 三 组 解 (x,y,z) = (2,8,0), (544,1 
0.2), MEFE 3 种 不 同村 款 方式 ， 


eo 


‚8, 


loud 











5. RER, A 
ate btc, с+е_ 
3 f 4 t 6 6 
RI áa + 36+ Пе= 72. D 
因 -全 ,上 S 为 既 约 真 分 数 , 故 no<2,bs3,82,c 为 1 或 5, 有 
4a-38+1les4x2+3x3+11x5=72， @ 


AD, OA a =2, b= 3, e = 5. РЖ 
a b c 2 3 5 5 


-7-4à——4a—— = — x — x—— =, 


3 4 6 3 4 ` 6 12' 
6. 解 ” 设 原 有 盒子 : 个 ,增加 3 个 盒子 后 ,平均 每 个 盒子 装 零 件 y 个 , 则 
125+1= (х+3)у, 





Вр у=12- 222. 
Bj х2210,(х+3) | 35,8 x «3-35,x = 32. ЖН у= 1. E & 32 
个 ,零件 385 个 . 


7. 解 两 方程 相 减 ,得 
x 45-33 - y 224, 

Е (y-x) x y-1)22421x24-22x 122 3x 8-4x 6. 

BEA y — z < x+ y - 1, В у- х xs +y - 1818 RÍIS, А 

-х=1, a=), 
[U AU 。 解 得 (x,7) = (12,13),(3,6), 进 而 可 得 。= 
ytx-lz24 y + x — 
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k ` ыр ` — 


37. 故 所 求解 为 (xyzl)= (12,13,57). 
з. 原 方 程 可 变 为 
2(х-3Зу+1)%+3(2х— y)° = 20. 
ЕЖ(2у- у)2=6, (2: - у)? 只 可 能 是 0,]1,4. 易 和 类, 仅 当 (2r у) = 4 Bf. 
32е = Y yc веш 


[су +32, 
x-3y«12 2x2. 
解 之 ,得 x =1,y= 人 0, 即 为 原 方 程 的 整数 解 . 

© 5 2* 27 5 PLE (PP HP = (PY EB y z) = (2,25, 
2 ) 是 方程 的 一 组 正 整数 解 . 

容易 验证 (1- 守 ,L522 上 (上 为 正 整 数 ) 是 方程 的 解 , 故 方程 月 无 穷 
多 个 正 整数 解 . 

10- 解 ”由 原 方程 可 得 





_Sx+7 2х+7 
Y= 3 ^**73 D 
$7 = ORO Л] 
35-7 _ 上 一 上 


4 pa 57 (整数 ), 则 4 =2 +1, АФ 
xzQt41)-3465235-2. 

RAO 

| y2315—2t (205-1) = 55, - 1. 

fit 8 

60«x-y-(35,-2) -(55-1)2 85 - 3 < 80. 

Et El 652586 582, t. BIR 8,9. 10. Р(х, р) = (22,39), (25,44), (28,49). 

п. ӘР ЕРА 1991( x + 1)y, 并 经 整理 得 

xy — 1991 x - 19904 -2 x 1991 = D, 

Bi (x — 1990) ( y — 1991) = 1991 x 1992. 

1991 x 1992 可 化 为 两 个 负 整数 之 积 a A HP v- I990= о, y – 1991 = 有 ,这 
时 х,у 不 能 均 为 正 整 数 .1991 x 1992 也 可 化 为 两 个 正 整 数 之 积 -全 ,其 中 x- 
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1990 = у, y - 1991 2 6. 3: E391 1991 x 19922 22 x 3x 11 x 83 x 181, FARRE 


KP Leg Bg Re 
{(3+1}х(1+{)х{1+1)х{1+1)х{(1+1)=64. 


练习 十 二 


IA 不 能 . 如果 能 办 到 ,那么 所 有 数 相 册 应 是 第 一 组 各 数 时 和 的 两 倘 , 古 
个 偶数 .但 这 和 个 数 的 总 和 却 是 
上 +2+…- „= ЖК1+50) = 25x si 


是 个 奇数 ,矛盾 . 故 不 能 办 到 . 

2, 解 不能. 因 45045 是 个 奇数 , 它 只 能 表示 成 三 个 奇数 的 聚积 ,而 对 任意 
两 个 奇数 х. убху), у- х ERR, ЛЕА 45045. xy (y — x). 

j) 说 有 ja 名 选手 参加 比赛 . 依 题 设 ,每 局 比赛 不 管 胜 负 如 何 ,双方 得 


分 的 和 为 2, 从 而 全 部 得 分 总 数 是 2, 50D = n(n - 由 ,为 个 数 ,只 可 能 是 
1980 或 1984. Jr f n(n - 1) = 1980 的 正 整数 解 n = 45; JE n( n - 1) = 1984 无 
Е.т РНН 45 8. 

418 АЕ Е РЗА Т (е + Б) - la- bl. H F a+ b 5 
a- b RARA, Kla + 5) - La — bL REIR, ЛИЕ КАРЕЛ АЕ PF 
有 数 和 的 奇偶 性 .由 于 

1+2+…+1993= 奇数 ， 

MA, KER LEERT -个 数 时 必 为 奇数 . 

5. 解 ”不 能 . 就 每 只 杯 了 而 言 ,只 有 翻动 奇数 次 才能 使 杯 口 朝 下 .着 要 使 7 
只 标 子 杯 口 都 朝 下 , 则 总 翻动 的 次 数 应 为 育 数 .但 每 次 能 且 只 能 是 番 动 4 只 杯 
T ,这 样 一 来 ,不 管 番 动 光 少 次 ,翻动 杯子 的 总 数 为 偶数 .因此 ,无 论 翻 动 老少 
次 ,也 不 可 能 使 所 有 茶杯 的 杯 口 朝 下 . 

6. 证 明 依 题 设 ,1111- 与 11111- b 均 为 奇数 , 故 e,5 均 为 个 数 ab. 
ХЕ, A 

111!1{а- 6) = ab + 2468 = ab + 4x 617, 

FIND = 1, Aa- b. 

7. 证 阴 xit 25, 3x4 + + 1098 = (x) + xy + + рр) + 2( r + x; 
+ 250+ 205 +e + 098 x ass + 9995). ШЕ, хр ха + р 999 T 1 ЕЁ 
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- V 相 如 ,其 和 必 为 育 数 ,内 此 ri 23 + 3; + ``" 10998 хуҗ > Ü. 
3. 证 明 显然 , 原 数 是 1009 位 数 . 设 其 为 aar" ауд, 改变 顺序 后 的 数 为 
b bs bags. BE 


aiaz aigo + Б by biggg 99779, 
H 0s ата, Буроо 9, АЙ ау + bis = 9. fH] a + 5, 29(1 = 1,2,75, 1998) 3E E 
述 各 式 相 加 得 
(aj ay t age) + (hit bo boo Буу) = 099 х 9, 
pj 2[ 0, + a+ 7 + aq) = 1999 x 9 
上 式 左边 为 偶数 ,右边 为 奇数 ,这 不 可 能 . 故 命 题 成 立 . 

LER ”由 于 每 个 xw HA +1- 1, PLE xixoxixs, xoxataxss on, 
Xxxi%2%3: 也 只 取 + 1 或 -1, 而 这 样 的 & 项 之 和 等 于 0, 则 取 + 1 或 -1 的 个 数 必 
相等 ,因而 n 必 是 偶数 ,可 设 n = 2m. FUE m t JE B.E x sin. 
X2X3X4X5 "XX X233 的 来 积 ,它们 等 于 { -1)*, 另 一 方 而 ,它们 又 等 字 

(xy) 1x,) = 1, 
所 以 {(- 7 = 1 AURI m 为 偶数 , 故 41. 
О.Е — 【1) 代 数 式 中 共有 6 项 ,每 项 的 值 都 是 奇数 , 故 代 数 式 的 值 为 偶数 . 
(2) 由 于 代数 式 中 的 5 个 项 相 莱 的 积 为 
- ( rshanaxyz )2 = — 1. 
所 以 六 项 中 至 少 有 一 项 是 — 1 ,这样 一 来 代数 式 的 和 至 密 为 4， 
Mu-x-vz-l,rzs-t-e-zw-zzlE] f GEHE 4. 
由 上 述 知 代数 式 的 最 大 值 为 4. 


练习 十 三 


1, RHEA АВЕХ А ACD , A BDF A СЕЕ, A АРЕ A AEF , А АВЕ 2 A ACF. 
图 中 全 等 三 角形 共 4 XJ. 
2. A ABDS A АСЕ 可 得 AB = АС, AE = AD. B 
CD = AD- AC = AD- AH - 5-223. 
3. 易 证 全 РАВУ A ЕАС, Z ПАВ = Z EAC. TE 
АЕ = / РАВ - Z EAB = Z CAE — Z EAB = ФР. 
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4. uM B АВ СР, Z ABO = Z DCD , X. АОВ = Z СОР, ОА = ОР, 
AA0B= A DOC, OC = OB. E] AE = РЕҢ ОА + АЕ = OD + РЕ. OE = OF. 
MW AA BOEZA COF, IZE = Z F, СЕ ЕВ. 

5 证明 H АР= BD, CD = DE, Z ADB = Z Арс, BA ADCSS RA ВРЕ, 
{Z DBE = Z РАС. TE 

Z ÀAFE= С + СВЕ = Z Q+ Z РАС = ФР. 
ЯП BF | AC. 

.证明 В РАВ = 90, CAE = ЖР, 88 РАС = — ВАЕ. X. AD = AB. AC 
= АЕ, BLA DAC ВАЕ, Ср = ВЕ, ABE = Z АРС. 于 是 

Z EFD = Z EBD + Z ВРЕ = Z ABE + Z ABD + Z ADB - Z ADC = ƏР. 

7 了. 证明 ”连结 АС.АРр.Ң AB = АЕ, Z B = Z E, BC = ED, ВЫ АВС: 


入 AFD, 有 AC- AD. K.N CF = ЮЕ, АР АЗЕ, Ш АСЕ: AADF, $ АЕС = 
Z AFD. MZ AFC + Z AFD = ЖР, Z AFC = Xp В АЕ | Ср. 
8. 证 明 连结 pE(3E] Ч AB// ED, AE // BD, W Z1 = Z2. Z3= 74. X 


BE £t, BEDA А АВЕ © A РЕВ. f АЕ = DE. X. АЕ = CD, EF = BC, P; 2 АЕЕ 
SADBC Р С = ZF. 





(第 8 题 ) 

9. 证 阴 ”如 图 .过 P 作 PE_ АС TE, PDLAB F 

D,PF| АСТЕ. AH P ZE CHED 的 平分 线 上 , 故 PD 

= РЕ. [8] PE = PF. 所 以 PD = PF, P ТЕ ВАС 的 平 
5A LE. 

10. IERA 在 BC 上 截取 BF = BC, DF. Е 


„ЄВР = Z FBD, CB = FB, BD & 4, BEL ABCD 2 (第 10 ËR) 
A BFD ‚ЯВ. BCD = Z ВЕР. BC// AE PH Z C + Z E= 180,X ВЕР + Z АЕР 
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= 80Р, E E = Z AFD. H AZ EAD = Z БАР, AD AH, Pr tl АРЕ: AADF, A 
АЕ = AF. TË: AB = AF + FB = AE + ВС. 


11. 证 明 PI OS= OT, OO = ӨР, АОВ = Z BOA, РИД 2 500: A TOP A 
Zl= Z2.X|NZ PXS = Z QXT, PS = OT, Wk AA PXSSS A QXT,. Pr J XS = XT. t 
而 可 知 和 六 S0X 2A TOX, PTUJ SOX = TOX, BI ОХ Ж АОВ 的 平分 线 ， 





M D CON 


Т8 
(第 11 题 ) жар 


12. 解 过 产 分 别 作 BC АС RETCER МВ SEK SEDE ЗЕЕ R.N. 
QCW BD. В Z ABC = 1200, BM E23 Z ABC, Pi LLZ ОВР = ZABM = GP = 
Z PBC,BIll BP E: — СВО 的 平分 线 . 所 以 РО = PR. РЕ = PY, 可 得 PQ = PN. H 
i, MP EZ OMNCZ BEC) 的 平分 线 . 

ib K AIE AC, BM AP HER, EENS D.E. F. KD = KE. X МВС 
= Ө = Z PBC, BI ВК ESF МВР. БЕД КЕ = KF, KD = KF. PVA AK Æ Z ВАС 
的 平分 线 . 于 是 


Z AKM = Z KMC- Z КАМ = 1 Z BMC - +Z BC 


L (Z BMC ВАС) = + ZABM 


ti 


d. _ 
= 5 х Р = XP. 


练习 十 四 


[. ВСА = Z А = 25°, Z CBD = Z CDB = 90, Z BCD = ЗО, Z DCE = Z CDE, 
= 75° , Z СЕР = W Z ЕРЕ = Z EFD = S9 ,Z DEF = ТР, Z FEG = 80. 
2. hI EE YE SEIS — 08 3E A, ШТ PR 39 45°, ЛЕА ЗУ 67. 5° ; n ЖШ fE = ЖЬ 
外 , 则 底 角 为 22.56, Be CX — TRIER A 67.5 ER 22.5. 
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3. BZA = 36, Z ACB = 72° 3841 

Z АВС = 180 — 30 — TP = TP = Z АСВ. 
故 АВ = AC, A ABC HSE CAJE. У BD Fi АВС, ЕЕ AD = BD, A ABD 为 
等 腰 三 角形 . 

Z BDC = 180 - 36° — 72 = 77 = Z BCD, 
于 是 BC- BD, ВСР HFE ETE. I CE | ВО, BFE = Z ВЕС = WP, X. 
СЕВЕ = Z ЕВС, BF Т, BU BEF A ВСЕ. Er EA) BE = ВС, A BEC ЭЗЕ — 
ЖЕ, ВЕ = BD. ^ BDE №18 = fB JE. A BD 5 ЕСШЕ 59, ED = CD, 
ADE 为 等 腰 三 角形 ,Ad4DE= 190 -2x 72° = 39 = А, ВТ EA = ЕР, AED 
нЕ ЖЕ. 

综 上 所 述 , 共 有 7 个 等 腰 二 角形 . 

4. # A. DEC 5 A ABC rË , Z EDC = Z BAC ETA Z CED = Z B = 6». B Hl 
A ADE A АРЕ, AIZ BFD = Z CED. EX ВЕ 为 等 边 三 角形 ,与 DE 的 长 相 
等 的 线段 有 DF、BF .8D 这 3 条 . 

5. 证 其 ”如 图 ,延长 БА % CF T P.H АВ = АС 
ЖУЛА = Z2. B ZA н Z4= XP ,Z2 + Z3=%P . UL 
Z3 s 24, АР = АС = АВ. УҢ BE / ЕС.Ж Z E = 
ZF, H ВАЕ = Z ҒАР, AB = AP, FEDES ABE а 2 
A АРЕ, АЕ = AF. 

6. WER 因 AC» BC» АВ, B» А>» Z G. 
# Z B=2⁄A sk Z B=2Z C Ñ ZA=2⁄Z C. 

(03457 B =2 ZA 时， 

ІВ = ZATZBRZCEREZARZBRZA 

-2ZA«Z Bz2Z В. 

Rt ELZ B » 90 55 A ABC 不 是 纯 角 三 角形 矛盾 ， 

(п) В= 2 СЕ, ЕК CB T D,f& Вр = AB, 
连结 4D( 如 图 (1)) 

Ви рР=,/1,РЕ Л 2= AD+4 Z1=-2ZD.X 2=2Z (G k Z D= ZC, Ë 
Ар = АС. Fd 





(s 6 ËER)(1) 
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AC = AD < АВ + BD = 2AB, 


与 AC = 2AB FIE. 
Gu) А=2 C BE, TE ZA DEA АР 2 BC B 
F DEG), RIZ DAE = Z C, Ар= DC. -| 
取 АС PAEH DEM БЕ | DC. ДЇ AB = T | Е 
AC = AE, КЬ) A ABD 2 A АЕР, 2 В = Z АЕР = ӘР, 
ЕТЫП AB | RC. GB 61) (2) 


£a r Fk. AB i BC. 

3 了 .证明 延长 BC.AE ZTF, [A AC = BC, Z ACB = Z ACP, W Ru" ACE S 
BABCD, 有 二 = BD = 2AE. НИ E AF PA, BD OE Ap A АВС. 

8.uEBB 255 AC AD BE WEE BC. ED SE T- FONE), Ш 
ЕОР = Z FDC, $% СЕ = DF. X BC- ре. BF = EF, H 2 
Z ЕВЕ = Z FEB. VÀ Z ABC = 2 AED, W Z ABE = Z АЕВ, AB = 
AE. РТВ ABOG A АЕР, 8 AC = АР, X. MA CD d LET 
AM | CD. ` 1 
oR REE BAZA а RUE DO 1-38 a. \/ 





(ОС 为 项 角 时 (如 图 (1)), AD J BC, Z РАВ = ӨР, УЕ 
САВ = Z B= УР, АСВ= 18Р 2x ЗР = 1207. (Ж g Ell) 
(уң B AEST ELE ARA OEK, M 
P 
D 
E В 4 C 
(Ж 9 Ki) (1) (Ж 9 HO (2) 


Z B= Ф – Z РАВ = Ұр, 
Z BAC = ZC= (18 ~ ZB)= 755; 


# BÀXSBH.BHDSGG.OBN. EE 
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Ф.В NERUmBROD), А] 
Z АВС = DAB + Р = ЄР + ЖУ = 150, 


BAC = Z C = > (180 _ Z ABC) =1%. 


综合 上 述 , AA ABC 的 三 个 内 角 分 别 为 1206, 3.30 2, ЗОР, 75°, 75° s, 150Р, 
19 ‚15. 





GR. 9 80 (3) {第 10 BD 
10. {EZ CAO IV EX ВО DET ОСЕ). Е АСВ = 89, AC = 
CB, Z САВ = SP, М2 ОАЕ = FP, WEA ZI = Z2 = XF. РЖ Z РАВ = ЗР = 


Z DBA, АРВ = 1XP , DA = DB ША CAD: A CRD , 8 Z 3= 一 4. 进 而 得 
L3 GP - 129) = 120 = Z ADO, 


ИТЕ} A АСР: АОВ ,有 AC = AO. 可 得 
Z ОСА «T (18Р — 40) = Р. 
11. 解 L4 AC OSHuBAMESEZIA ACE, E85 ПЕСИ), 0 AE = AB, 
Æ EAD = Z EAC + Z CAD = 80 = Z B. 


Я AD = BC, WUZ ADES A ВСА АҢ АЕР = Z ВАС = 2F, 所 以 DE = AC. BE TÑ 
有 pg = EC. 因 





(第 11 题 ) 
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Z DEC = ГАЕС Z AED = ӨР - X» = 40, 
故 Z ECD = 5 (180 - ГРЕС} = T». 


可 得 /ACD = 10. > E: 
Z BDC = АСЮ + Z DAC = ИР + 2(F = ЭФ. 


12. 如 图 ,在 BD 上 截取 BF- CE, 因 为 PG 为 BC BOSE EDDA ER HAZ РЕС 
= PD = + ZA. i fk A ВСЕ © A CBF, ВЕ = CF, Z EBP = Z FCP. 因为 
Z CDF= ZÀ + АВР, СЕЙ = Z ЕВС + Z ВСЕ = 2 РВС + Z FCP = ZA + 
Z FEP FELZ CDF = (СЕР, CD = CF = BE. 


练习 十 五 


1.55353 5 ABC Efl d Xy 2. A РАС 中 点 , 故 BD -/3. М GD = CE, E 
=- Z DCB = 人 DBC. 有 DE = BD. 所 以 作 BDE WEKA 


BD + Ре + ВЕ= 243+2+1>3+243. 

2, 如 图 , 易 知 折 闻 DE HA OE Sr BC. Z À = ФР. Z 

CD = х, ED = x, AD-4- x. YE RA АВР 中 ,根据 勾 
股 定理 ,有 


x/-(4- х)? X, 





解 得 х= Р.В рк = (2 у - (Sy = 15. 
3. 如 图 , 设 BC B КЇ АН =43. R AC-250 C 


— H 
CH= 2.3) = 1. М. BH = Vv AP? - AR? = 3, 
B.C EH ASR, BC 2,4 В.С EHAS, BC = 
4. 8k BC EHE 2 ny, 4. А . В 
二 ,解答 题 
{ 第 3 题 ) 


4. 解 ”如 图 , 连 AD. E] D 3€ EE PETS яж g 
i BC 的 中 点 ,有 AD- BD- DC. B. AD і BC. X. DE | БЕ, z1- 2, 注 意 到 
Z ВАР = 2 С = 45°, П & ADE A CDF. HB ED = DF, Н AE = CF =5. 进 而 
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ЧТ AF = ВЕ = 12. 
在 КУ AEF Ф, IERI EE E ВЕ A 
БЕ = AE + AF? = 5+ 12 = 13. 


于 是 РЕ = рғ = 2 gr sii 


Sane =È- DE DF - 1 (EF) = 42-1. жаш) 

5.TE REA ВАС th. AD | ВС, BAC = Wp. 8 Z C + Z B = Z B + Z BAD = 
«Р, Z BAD = Z C. X. BM = MC Z MAC = Z C , B. Z ВАЕ = Z CAE I Z БАЕ 
= Z MAE. | 

6. ТЕ RAS ABC 5 Ri DCE th AB АН ЕШ, 
有 AC + ВС? = АВ, CD? + СЕ? = DE, X dE Н 





A^ ACE 5j RA РСВ 中 ,有 AC + CE? = AE, СР? + D S 
ВС? = BP, 所 以 4 p 
BD? + АЁ? = СР? + ВС? + АС? + СЕ? 
= (СР? + СЕ?) + (BC? + АС?) (第 6 题 ) 
= РЕ? + АВ?. 


?7. 解 ШК Л^ЛАКр= A СКР, GD= Ар. X. AD = 2DF, ТЫ GD = 2DF. 
Н РЕС = Ж, ё DCF = ЗР. T E: Z ADG = «РСЕ = УР. Z СРК = 15. X 
Z KGD = ZA = XP PFA 2 КЄ = 75°. 

8.089 如 图 ,延长 EM, DB HTF F.A M Jj BC 中 点 , BM = CM, X. BF 
| БЕ, СЕ | DE, H BF// CE, 8| f& Z MBF = 2 МСЕ, Z BMF = CME, 所 以 


A MBF Z2 A MCE ,有 MF = МЕ, Вр M J БИЛ EDF Bb ЕФ. W MD = ME. 





(Ж 9 ER) 


GB 8 ER) 
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9. 解 ”如 图 , 设 AD. CE 512079 BC. AB E SS LE СВ x X, HL АВ > AD, 


ВС > СЕ, TE 
AB + BC > AD + СЕ. 


НЕ AD> BC, СЕ > АВ, 
AB + BC ez AD + СЕ, 
Ж.В = ЖР. 从 而 知 AB | BC. Ut] AB = AD > BC, BC = СЕ > AB, Ну] 
AB = BC BEA ABC 的 三 个 角 的 度数 分 别 为 459,459 „ЖР. 
]0. 解 SEIS AD JP F,ËË DE = ВСС). Е ЕВ, EDB = Z РВС = 
75° EA РВЕ A. ВС, B] Al ВЕ = РС, Z E = ДС=4з. Ж ZA = Z E = 45° , BT 
LÀ AB = ВЕ, Ж AB = CD. 





(第 10 EM) 


CB 11 80D 
]l.uEBH E BH | AD. ВАС = „АСР = GP, AE = CD, AB = AC, iX 
^ АВЕ 2% CAD, n] {FABE = Z CAD. FE 
ВЕР = C АВЕ + Z BAF = Z CAD + Z RAF = Z ВАС = GP 


在 RuA ЕВН rh, Z ЕВН = 30 Bi FH=- BFA АН = BF. 


TA АВН 和 入 BCF 中 ,AB = BC, БАН = Z СВЕ, АН = ВЕ, Ы A АВН: 
A BCF. FEZAHB = Z ВЕС = WP A CF | BE. 


练习 十 六 


1. 证 明 如 图 ,延长 CD E AB FE. XE ACE 中 ,AE + AC > СЕ, E 
AE + AC > ED + DC. 


ЯЖ BED "P, BE + ED > 五 .两 式 相 加 ,得 
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АС + CAE + BE) + ED » ED + DC BD, 
即 АВ + AC > DB + РС. 





(第 1 题 ) 【第 > BD 
2. 证 明 如 图 ,延长 AD SE E, DE = AD, ША ЕСО A ABD, 有 ЕС = АВ, 
Z BAD = Z E. AB> AC,À EC > АС, Яр CAD > Z Е, BAD < Z САР. 
3. 证 了 明 在 全 48D 和 全 ACD 中 , BD = РС, АР = AD, AB > AC , W АРВ > 
Z АРС. 
FA PRD 40 2 РСР 中 ,BD = DC, PD = PD, РОВ > Z РОС, ВТЕ PB > 
Р, п18 PCB > „РВС. 


4. 证 明 Sm = AC: ВЕ = T AB: СЕ, AC- BE = AR- CF. I AB > AC, 
所 以 BE СЕ. 


D 





(第 3 题 ) 
(#5 0) 


5. 证 明 ”如 图 .延长 AC 到 过 ,使 AE — AB. ХЕ DE, В БАр = Z EAD, 
Ар УЕ, TAS ВАР А EAD, ДА DE = BD, Z E = Z B. 

YEA ABC 中 , 因 AB > AC, АСВ > ZB, М Z DCE = Z B + Z ВАС, (й 
Z DOCE > E,B 18 DE > РС, BD» DC. 

6. 证 明 Н AB » AC, АСВ > ~4BC, 进 而 有 一 48D > Z ACE. B] АВ = 


BD Z D= Z ПАВ = + (187 - Z ABD). || B E = 1-18 - Z ACE). FRN 
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[NE TEE: 


Z E> <D. Р AD > ВС. 


7.0154 ; iu], AD. S — ABC 中 线 , 4D < — BC. R А 
ШЕ: A ABC HRA — E d | ` 
C 


HERE 因 AD < Ç ВС, AD < BD. FÆLE < D 
Z ВАР fa] HE Z C < Z ПАС. FE UL Z B + С < Z ВАС. (28 7 Ш) 
ЖИМ В + Z C ОР, Z ВАС > 90. ВЖ, А ABC 为 
印 角 三 角形 . 

8.XEBH ААВС 中 , 因 AB > AC, Ék С> 4 


ГВ. DF Ж АЁ АВ, ЕТЫ AD = BD. В= Z. 
HHE = 22. B ZADE = ZB + Z1-2ZB, 
ZAED= Z C+ Z2=2Z C RV AEFD > ZADE, A 
AD» AE. (第 8 题 ) 

9. 证 阴 延长 BC 到 ,使 CE = CA, Æ CR 到 
了 ,使 BD- BA. ES B'D CE B'E. BA ABB' 2A DBB' ,有 B'A- P D. Je] E 
AC = C'E. BAAR C 的 周 长 = DB' + ВС + CE, ABC HARK = DB + BC + 
CE. 

ЖА ВСЕ, ВС + СЕ» В'Е, ВВС + CA» FE EAR DE 中 ,DB 
+ B'E» РЕ, ВА + BE» DE. MAHN, 8 

AB' + B'C + СА+ ВЕУ» ВЕ + DE, 

Bil AB' + ВС + CA» АВ + BC + СА. 
k A ABC HAK < AAFC SP. 

10. 证 明 zb EUM | BC. IN АС, EESHA М.М, 


B E C 


ДАРС = Z BAC + Z ABC -у BAC + LC = АРВ, 
所 以 过 4DC > WP.M fEB.D 218. N fE A.E Z [al IH 
LIEN= + ZABC+ Z C< Ty Z BAC + Z Co ZIDM, 
于 是 
Z EIN = ФР — Z ІЕМ > WP – — IDM = Z DM. 


B, TIEZ EIN RIEZ NIL = Z DM, EE] IN = IM АК A М. MID. УЛП 
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可 得 ID = IL « ЈЕ, 





(第 10 Æ) 


练习 十 七 


LERA BPE ABCD 是 平行 四 边 形 , 故 AB CD, Z ABD = Z СРВ. 
XAABE SA СРЕ 蚌 等 边 三 角形 ,所 以 BE = АВ = CD = DF. 
Z ЕВР = ӨР + АВР = ӨР + 2 СРВ = г ВРЕ, 


ETEA СВЕ = Z HDF. X Z EGB = „С FHD = ЖР, Rt EGR ERIA FHD, ЕС = 
ЕН. 


故 51:82193 = 25:40:64. 
3. С: И, с7 РОКУ 的 项 点 分 别 在 ABCD 的 4 5 
43 E. 
XtüE: AC BD, ВР SQ 交 于 同一 点 . Н 
证 明 如 图 ,在 全 APS 和 从 СКО 中 ,下 = ОК. В 
$ 50,9 АР// ВС, ASQ = Z СОЗ. У. PSZ OR, 有 
Z P50 = Z ROS, Pr D) ZASP = 一 COR. 同 理 一 4ps = (第 3 题 ) 
Z СКО. РА: AAPSS СКО, AS = CQ. X. AS// C0, 因而 四 边 形 AQCS 为 平行 


四 边 形 . 50 Б) АС 相交 于 4C HA M. SUBE. RP 也 过 点 新 .又 BD Ej AC SET M ik 
MARY.. 
4. 解 ”连结 РЕ. E 3j BC "P 1 Sane = Sang. Ў Sajan Z= x, Sa aga = 
y , 则 | Sap = y. Ж лав = Sa rps Аныс = 1, EX 
х+у=2(у+1). Ф 





Sage $лш ру 
Saa лив’ 
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* _ y D. C 
y l’ / X 
— 
所 以 у= X. (2) «^ 
HOQ), QJ y-2,«- 4. 8 S, up = 2(x + y) ^ —— M 
0. (第 4 题 ) 
SER PLA ACE 为 等 边 三 角形 ,有 ЕС = AE. 
XDAEFD'PAE- ЕЮ, ЕС = FD. 38. ЕР = BD. BÀ A ABD ДОШ ME. 
Z CEA = Z ADB = ӨР, Mi Z AEF = Z ЕРА, Pr ELZ СЕЕ = Z FDB. T dE A ЕКС 
A BDF,H FB = FC. 
因 Z ВАС = 390 — Z CAE - Z BAD – DAE 
= Мр — ЫР — GP — (1809 — Z ADF) 
= 60р ADF = Z КОВ. 
H AB- BD , AC = CE = РЕ, [ДМ BACS ^ HDF. f BC = ВЕ, Fe A ВСЕ 为 等 
н = JE. 
6. WEA {F AE CD, BE | AE, ZT E. ЕР DE 
(WH ), W] Z BAKE = АОС = ӨР. E RAAR 中 ， 


Z ABE = 和 ,有 AE = ian 21,BE ={З.Щ AE CD AŠ 


知 四 边 形 ACDE 为 平行 四 边 形 ,4C = DE. PX 
AC + BD = DE + BDz BE - 43. 

7.9 fE BM L T M, E BM ИЛЕК ER Е 
M НЕ SET E ,连结 EA 交 T C,WE CD L + 
р. Bb + DC + CA 就 是 由 4 SUB KRAM E, Bgt 
证 庶 选 在 CD 处 (如 图 }. 

证 明 设 P 为 桥 的 另 一 位 置 , 则 PQZ BE. A 
四 边 形 SPOE 为 平行 四 边 形 , 所 以 РЕ = (Е, X CE = 
DB, 而 两 点 间 的 距离 线段 最 短 , 鼓 AQ + OE > АЕ, Hil {第 ?7 题 ) 
Вр + AQ > АЕ = BD + CA. A mj BP + РО + QA > BD + CD + СА. 
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练习 十 八 


1. 证 明 {ЕАЕ| ВС, EE КОШЕ). ЕЯ АВС= ЭР, АЕ = 7 AB. XII 


E ABCD Узе Kk АВ = BC, H. 
1 


Зин = Y AC: ВР = BC' AE= > BC* AB, А 
— 4 —.., 


Д AB s AC: BD. el 
2. 证 明 Mät O f ЕЕ | BC, 分 别 交 AD. ВС BC 
F E.F. F Z OAD = x Bl AQE WP х, ОАВ = (第 | 题 ) 


ле y, BOC 417 OAD = 4х1 0А = ОР, ЕР 


ИЕ AD ДЕЕ f4 6С. OB = ОС, БОЕ =-у Z ВОС =2x. 所 以 
Z АОВ = MU — Z AOR — БОЁ = 19Р - (XP — x) 22x = р — x, 
44 ОАВ = Z АОБ, ОН = АВ, ШЛ OB = OC = АВ. 





(35 2 ER) (ЖЕЗ BD 
3. 证 明 ”如 图 ,连结 CD. ELA ABC R 22 А — JBI AD = рв, AD = 


Ю.А = Z DCF = 45. У BÉ ECFQ IJE. AE = EQ = CF. Bi А АЕР 
^ СЕР, ЕР = РЕ. WA DH = DG. X. 
ЕН = AC- (AK + HC) = BC - (CF + ЄВ) = ЕС. 


FEL A DERS A РЕС, Z EDH = Z FDG. 
4. 证 朋 如 图 , 取 GK PEM, M AM = > (AK AG) EHE CM. TE RIA ССК 


d Ке МСД m Z2 Xx Z2» Z3= ATLAS 45°. TE Z ACM > 


MC = 
rh. AK 2 
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ФР. ZE ZA ACM H, Z ACM > 2 АМС, AI 


АМ = (K+ AG) > AC. 





(第 4 题 } { 第 5 题 ) 
5. 解 ”延长 ABS CD Л. XE АКОШ), AR = АР, RAS AB'K = 
RA ADK 有 В'К = KD. 19 AB // CD. FELZ КМВ' = Z МАВ = ӨР. {Е RtA KNB' 
中 ,一 MEB' = ЗО, NB = > МК ИЕ МА? ВК + В, PRV АК = 


1 pk 212 py qe RA KDA Ф, МАР = 3F. 同 样 可 得 nx «p = Bi 


923 къ 不 = 地， 得 РК = 2-43. ТЕРЕНУ 
2x T x 1x (2-3) «2-45. 

6.uEBH ШЕ, СЕ. РЛ AD. BC T G.H. 
连结 ЄН. РАР ABCD 为 平行 四 边 形 , 故 ABL CD, 
BC.É AD, Z E = Z DCE. | 
Е GCD MAGA Ф, AE = CD, DCE = ZE, 


Z CDG = Z EAG , A GCD A. СЕА, DG = GA. X. AD = 
2 局, 所 以 DG = DC. EI НС = РС, HG = DE, 四 边 (第 6 题 } 
№ HCDG 为 平行 四 边 形 , 因 DC = DC, AARE HCDG 4396, СЕ | DF. 
Т.Ж (1) BE AE - x, Hl EC = 2- x. X. EF EHEH AD, ВП ED = ЕА = 





在 Rt ECD 中 ,根据 各 股 定 理 , 有 
r= (2- жу. (252, 
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KI 23 
Ж х= > | B АЁ = 2 


3 -(2-xY4(242-2Y, 
解 得 x-4-242. FE EC-2-x-242-2. Ы EC = СР,Җ Z CED- Z САВ = 
45^ ,可 知 ED// AB Ek Z АРЕ = Z FED. X, EF 3EÉDE AD, A AF = DF, Z EFD 
= АРЕ = Z FED, ED- FD, T АЕ = ED = FD = AF, ДЕ AEDF 3E 
JE. 

8, 证 明 连结 AC. НЕР ABCD Ж 
ЖР, ВАС = - Z BAD, X. Z FAB = 1 
Z ВАР, Т2 BAF = 2 FAC. A Вр ERF J/. 
ААС, АН = СН. TE 4 
ДЕНС = Z НАС + Z НСА = 22 НАС = 22 FAB. {第 8 题 ) 

X AB“ CD, # Z ЕСС = Z АВЕ H. CG = ВЕ, 
CE- Єр = AB, Fr У СЕС 2 A ВАР, A Z CEG = Z ВАЕ. + E: Z ЕНС = 2 
Z CEG. 

9. 证 了 明 如 图 ,在 AB | EX AF- WC, 连结 FM. X. AB- BC bk ВМ = BF. 
HZ B= ЖР, Br ЕМВ = 45°, Z АЕМ = 135. H CN OE AE ECD, kh Z MCN = 
135. h AM LMN, Z 1 + Z2= Wp, X 24 Z3= ЮР, kk Z1= Z3. 

TE^ АЕМ ЖА MCN 75,71 = 773, AF = МС, Z АЕМ = Z MCN , ТЫ A АЕМ 








(第 9 题 ) (第 10 88) 

10. 证 朋 连结 CF、4C( 如 图 }. НАЛАР + DAE = Z DAE + Z EAB = ФР, 
AZ МАР = Z EAB. [RH] E ERA = Z ЕВС, X. AB = CB, FB = FB, BELA 2А ABE S2 
ZA CBF. АЕ = СР, FAB- Z FCB. FR 
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Z МАС = Z МАР + Z DAC = Z FCB + Z ВСА = Z ЕСА. 
可 知 AN // СЕ. X. AN = AE = CE, 所 以 四 边 形 ANCF 为 平行 四 边 形 ,有 NC АЕ. 

11. 解 ”连结 АС. НИЈЕ ABCD EREA AB = BC, АСВ = АСЕ. X. 
&В=6Р, ЕТИ АВС 是 等 边 三 角形 ,BMC = Z АСВ = GP, АВ = АС, Т 
АСЕ = ӨР. ВАС = Z EAF = ӨР, ВТЕ Z ВАЕ = Z CAF, AS ABE 2 ZS АСЕ ,有 
АЕ = AF. && AEF ЗЕН АҢ. Z AEF = ӨР. 1A 

Z ДЕС = Z АЕЕ + Z CEF = Z B + Z ВАЕ = ӨР + 15° 279, 
Е СЕЕ = 1, 

12. 证 明 3) 作 FP// АН, AM ЮКЕ Р, Et PH( 如 图 (1)), 则 4 
= Z6. X Z2 L3 = Р, 2) + Z = ТЕР O Z BAF = ОФ, „^3 = Z. Я 25 = 
LL PLS 6. BOR АВ = АЕ. A ABC A FAP, Ñ AC = ЕР. АС = АН, 
ТД АН = ЕР, ЗШЕ AHPF Ў) ФАРША, TE 如 平分 ЕН. 








| G 
E 
В | 
Y 
{第 1288)(1) (第 12 MID (2) 


(2)8E IK AD Æ Р,1# {Ң DP = AD. ESSE PR. РСС O20. н AD Fa BC 知 
四 边 形 ABPC 为 平行 四 边 形 , 有 BP = АС = АН, PBA + Z ВАС = 190. У. 

Z РАН + Z ВАС = 38» - Z BAF - 2“ САН = 180Р, 
ВЕЕ РВА = Z НАЕ. М AB = АЕ, ВТУ ABP A FAH, Z = Z2. E 

Z+ Z3= Zl + Z3 = 180 – 2 ВАЕ = ЖР, 
BD AD | FH. 

BÆ (1) АЛВА (1), EEDE ABCD tP , BOE = Z AOF = ЯР, АО = ВО, 


Н АС! ЕВ, Z1+ Z3= Z2 + Z3 = Р, Z 1 = 72, RIZ BOE S Rt AOF , Вт 
以 ОЕ = OF. 
(2) РАЛА Ж зу. ЭШЕ (A) BER. ABOE = Z ADF = ЖР, BD = AO. М. AGL 
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EB ,有 
Z ОЕВ + КАЕ = Z OFA + Z FAE = ФР, 
i OEB = Z ОЕА , ВІ BOES Е AOF 有 OE = OF. 





{第 13 题 }(]) (第 13 RD) (2) 


练习 十 九 


ТЭ x, EROS у. 作 高 CHW CH = y AH = (z y) ED ,于 是 
x = у + (251), 
化 简 得 3⁄2 - 2xy - y! = 0, 
Bn (3х-5у)(х+ y) 20. 
Hxe-y»0,8 Зх -5у = 0, B0 -3 EQ). 





D 4 C 
— rm m5 
CR 1 88) 


2. 加 图 ,在 等 腰 梯 形 ARC 中 ,4BA CD. {Е CG// BD SF AB НЕЕ G, Ш 
AC = CC. AC ] CG, Bl ACG ЭЗЕ H fB — RUE. TE CH | АВ, Ж AB T H, CH 为 


梯形 高 .于 是 CH = 3 АВ =-у\АВ+ CD), Bl k= m. (В). 
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3.fE CH | AB.% AB T Н\П). БАЮ p 
AHCD HIRE. JH AB = БС, Ri AGB RA CHB, 


有 BH= BC TE -4% = 十 . 选 [B)， 

4. 如 图 ,梯形 ABCD H, AB // BC. ZC + ZA 
-1BP,X Г C+ В = 190, ВЛА = ZB. EA д 
SEHE . ФЕРЕ | AB, C AB TH. [87 A+ АС 
= А+З/Л А = 80, АК А = 45, TE DH = AH = 


b-a 


2 








(第 4 是 ) (88 5 B) 


5. 如 图 , SE ШЖ ABCD P, AD // CD. TF. СЕЛ ЮВ, 由 延长 线 于 五 , 作 
CH | AB, ЖЕ H,U] AC = CE = 17, АЕ = AB + CD = 30, AH = 15. T Ë. CH = 
V TP 18 - 8, Sag = % (АЁ + CD): CH = 1 x 30x 8 = 120. 

б. НЕ AE, VE AE 5 DC SF O | OA = ОЕ. DFY AB, tX EF = FB, 有 
EF: FB =1:1. 

7.fE CG DH ЗНАВ, С.Н, CD// AB, 
it DH = CG. ФЕ AM ; RC, ER М.і AB = AC, kk 
BM = MC. H BC = 2 15 BM = 1. T E АМ = 
м АВ? — BM? - 2,8 


Saase = + AM: BC = -y AB- CG, 


即 2x2-4/s:CG, [fH ©б= 7. (第 了 7 题 ) 


在 КУ ADH ER. DH = 06 = 





å in. I AH - - 23 
ga: AD 45.) АН V AD! – DH: A 
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— TF 
TE Fu BDH F, BD =v Рн? + ВН = CRY e +45) = 4, 


& WEBB ED 5 AABC 中 位 线 ,有 EDL + BC. X. DF EC, 知 四 边 形 
ЕСЕР 用 平行 四 边 形 , 故 DF = ЕС. 

YE ВА AGB 中 ,CE = TAB = BE. 于 是 DF = BE. 

Н EC//DF,EC Ej EB VE T E, EB 与 DF 不 平行 . 否则 过 直线 DF 外 
— жЕ ШЕЯ EC | EB 与 DF 平行 ,与 平行 公理 巴 搬 ， 

综 上 所 述 , 四 边 形 EBFD RESEP. 

9. 证 朋 连结 DN. 9 MN 是 线段 CD АЗЕ НЕ, 
4 £R AE CN = DN. [Б AD BC, АРС = 135, 81 C 
245 ,从 而 有 一 ANDC = 45, Z ADN = P. EE AA 
= Z ABC -9(P ,所 以 四 边 形 ABND 为 起 形 ,4F // ND. 
TE ZF = 45, WT SLA BEN ЗВ А = H ^ 
ЈЕ, ВҒ= BN. ВТМ AD = BF. 

10 
10. 证 明 ШЕ, C tE CHI AB ҒА. OR 10 RO 


JÉ ABCD 为 等 腰 梯 形 ,所 以 BH = (АВ - CD) = у <b- а). 











TE RA AHC 中 
СН = АС? - АН? = АС? - (AB - BH = т? - (b - 553 т - (HEY, 
中 
HE сҥ=‹ї-(®®у @ 
RID, O8 
EMEN 2- (zy 
化 简 得 т2= с2+ ab. 


11. 证 朋 如 图 , 作 DC Z AC, E BC ERR T 
G.I AD // BC, АЦЕ ACGD 次 平行 四 边 形 ,C6 
= AD, AC = DG. Ùk AD =a, BC = b( b» а), BG р 
= a+ b. F РН ВС, Hit DH=h, H АС = 
BD, AC = DG, ВТО BD = DC., H Ў BG н, CH = 
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> -在 Rt 人 DCH 中 ， 


CD =v ЄНЇ + ОН =, J (Ay at . 


同 理 AB = (62у. 


因此 АВ = CD. 

12. 解 ”如 图 ,过 4 作 457 DC, 册 四边形 ADCE 为 
平行 四 边 形 . 

如 果 梯 形 的 上 .下 底 分 别 为 4 和 5, 凤 AD=4,BC = 
5, 则 BE = BC -AD=1,4E = РС, AABE 的 三 边 分 别 是 名 
1,1,4, 但 1+1<4 不 可 能 构成 三 角形 . 

国 此 梯形 的 上 .下 将 只 可 能 是 1 和 5 或 1 和 4. 

(0 Ж AD - 1, BC 5,1 АВ = DC=4, 所 以 梯形 ABCD 为 等 大 梯形 .由 BE = 


= 


otb 
b- z = 














{第 12) 


[4 
A,AE = CD = A, ZA ABE 为 等 边 三 角形 . 樟 形 的 高 为 号 АВ =243, 梯 形 的 面积 为 


5 (1 +5) х2/3 26/5. 


(DP AD = 1. BC = 4, ЖЮ AB =4, DC - 5, 8| ДЕ = BC - AD = A3, AE = 
РС = 5, AB? + ВЕ = 4 + 3: = 52= АЕ? BELA ABE 24 8 JBE. AB] BC. 梯形 
ABCD A EARE, MERA 


(1+4) х4= 0. 


于 是 面积 最 小 的 梯形 是 直角 梯形 (AD = 1, BC = 4) ,两 对 角 线 的 长 分 别 是 
AC = Vv АВ? + ВС = 442, 
BD = м AB! + АР? = / 17. 
对 骨 线 长 度 之 和 为 442 + / 17. 
13. 证 明 如 网 ,在 梯形 ABCD 中 ,DC AB. V P.0 为 满足 条 件 的 两 个 点 ， 
{Е PP, | BC, 00,1 ВС, PP, | АР, 00, | AD. HT RUE A E — ЛЕЕ ps < 
和 为 定 值 ,所 以 得 
РР, + РР, = QOO + QU,. 
作 PM / AD. QM / ВС. PM 3E 00, T H, QM ZPP, T C, HRH 
| PP, - 00,1=100,- PP;!, 
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RB PG = ОН. РТИ MPQ 为 等 腰 三 角形 ,二 WPO = M 
Z MQP. A 

连结 PO X AD.BC ГЕ. Е, SEG Z DEF = КА 
Z MPO LZ СЕЕ = Z МОР EL Z DEF = Z CFE. Mig 
满足 已 知 条 件 的 两 点 P.0 MSS SHUETPRE SE 
Ж. 

Ë S 为 梯形 ABCD 内 不 在 直线 РО 上 的 任意 一 
点 ,日 S$ 到 两 腰 距 离 之 种 等 于 PP, + РР. P.S, 
并 延长 交 D4 .BC FEE, ETE Z DE: F = (第 13 1) 
Z СЕЕ. 

由 三 角形 外 和 角 定 理 得 了 DE 中 > Z DEF = Z CFE > Z СЕ E , F. BB ir BB 
了 点 5 必 在 直线 PO 上 .因此 ,所 设 m 个 点 均 在 同一 直线 上 . 





练习 二 十 


1. 如 图, 设 ON = x. 0M = y, 册 x+y=2,-Y=5 解 得 x=15,7=10. Ef 
ОМ = 10, ON = 15, Bl. ЕН// MN // FG i OM E: A ЕНЕ 的 中 位 线 , OM = À EH. F 
X. EH = 2OM = 20(cm). 





(38 1 RRB) (第 2 ER) 
2. C +ЕСЄ// АР, AB T C. S AB CD, КЕЩН АССР 为 平行 四 边 


形 , 有 AG CD,AD = GC. EL Ег 为 梯形 ABCD 的 中 位 线 , 所 以 EH = -L CD, HF 


= АВ. EH 2 4. HF = 4D, 所 以 CD = 8, АВ = 20. 进而 知 AG = 8. BC = GC = 


GB =12,Н[ В = 60. TEZ ПАВ = OP. D = 120. 
3. B AE ЧОН FERE ОЕ, MU AF - FE. X AD = DR W DF AABE 中 位 


R DFKL BE. У AE -2СЕ,# EF = CE, 所 以 EOL} DF PHE OE -= L pr 
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= BE, E BO = 30E = 6( JE Ж). 


4.uERH В AB - BD, BM | AD, BM УЕ. Ай RS ABM ЮВ DEM, M ОБ 
AD rp. X N RE AC Ч, ВЕ MN E A ADC 的 中 位 线 , CD = 45. 





(第 3 题 ) {第 5 题 } 
5. 证 朋 [FS EF. DE PIU A ABC Рі, k EF // BC, DE АВ, ЩЕ 
BDEF 为 平行 四 边 形 , DEF = Z В. ЕЕН = — ЕНЕ. У. HER RA AHB HAL 


的 中 线 , HF = + AB = BF. Z ЕНВ = Z В. У Z DEF = Z HFE. 


6. 证 朋 取 AD Чио, К EG FG. A E.F AY 9D ACLBD 中 点 , 藤 EG = 


Y CD.GF- у АВ. (А EFx l EG- GF|, E. CD» АВ, ЯЛ EF =- (CD - АВ). 


7.9 AGIR. EG EF 438] IAS ABC, A ABD 的 中 位 线 , EG = — BC, EF = 
ТАР. AD + EF = 12 (ст), EF = Aem), AD = (cm), HJ EG = 5 EF = 6 
Cem ,进而 有 BC = 12Cem). 所 以 

i 


Sa ane = J 8С'АР=-у*12°8=48(спё). 


ЕУ. 





(88 6 BD) (98 ВШ) 


3. 证 阴 延长 DE, CB CET HONIR). 9 AE = EB, AD / ВС. DE = EH. X. 
ЕК DC , Bi MJ HF - FC. М. FG// HD, PW DG СС, G 73 CD 的 中 点 . 
9. uERH A'B „ЄС LCD LD'AUKU E APB “5 ВРО. / АОВ, APO 的 中 
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fi£& AWAR AB, ВС РО, СР Z AB, DA // РО. 所以, 四边 形 A'B'CD' 
是 平行 四 边 形 . 由 于 四 边 形 ABCD 是 矩形 ,四 边 形 PCBQ 是 平行 四 边 形 ,所 以 
AB | BC, BC // РО, МЛ AB | PO. 所 以 AE ВС IDE A'B'CD' 是 矩形 ,有 
A'C = ED. 

10. 证 明 设 王 . 严 为 4 的 中 点 .连结 DE. 


РЕ EM .FL( 如 图 ), 因 DF= 方 4P= ME, DE = lBP 


= FL, H DF// EP , DE // PF HE DEPF 为 平行 
四 边 形 , Z DEP = Z ПЕР. Ў 2 РЕМ = 2 РАС = 2 
Z РВС = Z PFL, ТЕ DEMA LFD, DM = DL. 

11. 证 明 顺 次 连结 MINLP.O.TEZBDE H, 
MN // BD. fE ВРА P, PQ Z BD. ik MN РО. |F] Ж 
МО // АЕ, PN // AE. Bi EA MO РУ, ПУ: МАРО 为 
平行 四 边 形 .又 AC | BC ëk MN L M0. 因 此, 四边 形 
МАРО ITEE, A MP = NQ. 

12. 证 明 连结 AB LIR M ON АВ, 的 中 点 ,连结 8 
BC, E N A BC, 的 中 点 ,连结 AM. BiN, МВ. C.N 
(如 图 ). 


因 BM= CN = АВ, АМ = BN =-у АВ), 
X. A, M // A,B,, BNA B CoA g ВС. ТАМ 
LEN AH В.М CN. F EZ A; МВ, = BNC, 
A A MB EA BNC. 可 得 A, B, = BiG. 

延长 МВ,. CGN 相交 于 РН 

ZA B, C, = Z MB, C; - Z МВ, Аз. 

X Z MB; G, = Z P + Z NG; B, 
IBZ P = wP E МВА = Z NC, B,, PEEL А,В,С, = ƏР. 

同 理 可 证 , ВС, = CD, Н B5 €; D, = ӘР. 

因此 ,四 边 形 A, BC D; 是 正方 形 . 








CB 12 8D 


230 


练习 二 十 一 


1, ШЕ. Р E FH АЕ ВС T Н. М BG = GF, BE -= EH. X. AF: FC= 
CF СН 
1:2, maka, 所 以 CH =2HE. T A 


一 一 = —— cO 一 


ЕС ЕН+НС HE«2HE ЗЕН 3 





j 
(第 1 BX) (582 EN) 

AF АЕ 2 

2.1 D E DG// AC „Ж % BE T G, RIA = rp Мес 3 D, нр = 本 ,所 以 

DG BD 3 EC 4 AF 8 

кє дє = аір - +@. O, 218, IRE = 9 - 


188 app i ЕН. 3 В.Е pp 
АВ = EB- EA = 4CJ - 3 С] = 2-С]. 
д” „Же „ЕБ En = 2 DJ = ACJ,H DJ= 66]. FÆ CD = Ву — С] = 


5C] ti АВ =- Ср, 26 = 


4 证明 因 ММ// АР, АР// ВС, MN / BC, 有 和 „НЕ БЕРЕ Ніл 


得 
m g. : 
PN PM. 
[a] ВЕ 4D t вс 1. 
MN | М _ 
(D «C8 ар t Bc =? 
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J J 2 
即 AD + Be MN 


S.uERH 设 正方 形 ABDE 前 边 长 为 an, 正 方形 ACG RHEA b ES. AM // 
DE AE = cp ШАМ. 2. АМ ас qp раш. 0 о tO, Z 








DE СЕ? Tath’ 
得 AM = AN. 
6. 证 明 Ej AD// ОЕ, W 
BE ОВ 
Бу ED © 
X. OF / BC H 
F l4 
AB ^ ACC © 
连结 CD. Е DM. CN ^t SüaE E EF, Ж E M.N 
Cin FED LES. Sa aac = Saan PIA DM = CN TE: CD// (H 6 30 
AB. Fh EI 
OB QA 
BD ^ AC ® 
EBO.Q. Of 
BE AF 
AB ` AB’ 


所 以 BE = АҒ. 进而 得 AE = BF. 


TR. (DIM AB/ CD MEE = ШҮ, д marg X МА = MB СЕЕ = рү. 


lA EF// AB// CD. 


(2) WDA EF// AB// cp EE =- CF EF „ МЕ д 


EF EF CF MF , 
AM CD CM ОМ ^ 
Bil EF, EF ||. 
& À 
2 
4 ab 
由 此 可 得 ЕЕ = р. 
8. 证 明 Fj DE// BC, DC Е ЕРЕ, CDF = DC= Z РСЕ, n] 341 
DF = FC. X. AD = AC, PRUA AF 是 BC HRAPAR, MAZ РКС = Z РКЕ = WP , К 
ыл "Pow 8 ,BF BF AF AC Ар 
A DKG RA DKF, 可 得 DG = DF. B DE// ВС, ДР = pe AG > AE = AFE: 
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А Q. 4, СЕ ВЕ ЕЕ CE 4 
9. 证 明 因 AD// EC. ао = pn^ ар CD . 相 加 得 


СЕ ЕЕ BE CE.) 


AD “ВР CD ^" 
BD+ DE Ср DE _„ 
于 是 BD + CD 二 二， 


即 得 BD- CD. Ak AD É A ABC 的 中 贱 . 
10. 证 明 因 AD 是 等 厦 和 4BC КАЛ ВС 上 的 高 , 故 AD E. BC 年 直 平 分 线 ， 
有 BN = МЄ. NBC = Z NCB. T E: 
Z ЕМВ = 2 NBC + Z NCB = 27 NBC = Z EBN. 


可 得 BE = EN. 
AE EN 
因 AN EAT EAC BU = ме. РЕ 
11. 证 明 如 图 ,过 4 人 直线 17 BC ,延长 BE. CF 
4 MAE LT MN. EE HE НЕ Sy SE LT P. Q ЕЁ 








AM _ AP _ AM: HC. | _ AN: BH 
= pe = po 于 是 AP = БС [Ж А0 = ВС 
АК 

AP. AM" HC, АМ, НС Ф (B 11 题 ) 





АМ АР He DH уту _ 
Мон = DH'AN = ар ЧА AP = AQ. X. AH | ВС. АН | PQ АХ НР 
= HQ. ТЕ AHQ = Z АНР, BLZ АНЕ = Z АНЕ. 
12.88. ША, М M # ME// AB, MF // AC, ATF 


BC p E.F. ED = 1, ME = з, 





所 以 BD = 5t. X. X ME Fr Z BMF, ИГ 
BM BE_4:_ 2 


MF EF 2 id^ 
ВТ BM = 2MF 2МЕ = 25. 
根据 勾 股 定理 ,有 





BM? - BID? = 452 – 251? = 1, 


1 人 |. (9) 
Е 
ADOTE eT, sa HAA, 


A EF = + BC, ME - LAB. MF = АС, 


A^ ABC ВАЕ = 5 x А МЕЕ 的 周 长 = 10(s +1) 
-10 62/74) 2190782014. 


练习 二 十 二 


1. 面积 的 比 为 241. 相似 比 为 /2:1 即 为 纯 形 长 与 宽 的 比 , 选 {C). 

2.9 EF BC, FD// AB, Et BE: EA = FC: FA = CD: DB -2: 3. E (C). 

З.Ч D $E DH Z АС, BE ТОНО), Ш BH: 
HE = BD: DC = 3:1. i$ НЕ = m, Wil ВН = Эт. W AG = 


GD ik НЄ: GE = DG: GA. ЕЈ HG = бЕ =--НЕ=-У 


m. 进而 可 得 BG: GE = mi m= 7:1. 


BD BF _ | y СЕ _ BF 
4. 因 - у = чу, DE ВС. Xo = ы, 
T. EF // BC. КЫ} A AFE ~ AABC, A ВЕ сл 


-— 
— 











A ВСА Ч 
Зен (4 (2) 2.28 
Saa AAC) A 37 9° 
Sam [BDY (1) 1L 
seu ас) (3) =ç 
- Saart Samwe A 1 5 
` — 二 一 十 一 三 一 
FE SA anc 9 t 9 ` 9 
врба | 4 pb = Sann ES Bri 220.2 gp os, e 
SA AB g?’ DEF ЕГ) » g DCEF » Saa 0” АВС · 
Samy = 9:2. 
.延长 FE ЭВАН ЕКЕТ Q А R^ AEQ ARA FEC, A 
АЕ _ 
FE КЄ? 
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B) FE-EQc- AE- EC. o 
因 AD// QF, AM = MD, 所 以 А 


Afr 
AM ВИ — MD ‚ OAK "n 
ОЕ” ВЕ = EF 于 是 EQ = EF. EQ: FE = АЕ 
BEC, 所 以 ЕЁ? = AE. ЕС = 3х 12= 36,18. EF = 6. c 
6.1 В = ӨР, AEB = Z ВРС = ФР, Z ВАЕ DF 


= — BCD = ҰР. { 第 5 题 ) 
TE RA ADE 中 , DF = > AF. 同 理 FF = + ЕС. 


HAE = ЁЁ. M Z РЕЕ = г АРС. EE ZA DEE ^ ZX AFC 有 DE: AC = 1:2. 
Т.Ч О IF OG// BC, % AB F G.A АО = ОС, AG = Gp = — La, 06 x BC 
1 ВЕ ВЕ 

=> b b. ВЕ// 0C, HOA BEF ~A GEO ре = E` 





所 以 ВЕ= = 了 ® 
zat с 
В. MP-p.PN-g,RT- г. BI T fi nis. C 
;3 都 和 全 ABC 相似 , 故 它们 面积 的 算术 平方 根 之 比 等 % 
А 


Н. АВ c. A ABG MERY S. W- =, 





/5 
2 _z 1.1 =н. 
/ ces e7 А ý r 7 8 
2+3+7 -Piate АНЗ БЕЗЕ dC. c. 
JS C с 2. TE (第 8 题 ) 


й vS=12, 得 S= 144. 

О.Е ()BZACB-9P,H CD L AB, EL — ACD + ZA = 2 ВСР + 
Z ACD E А = 2 ВСР. |8) RE Rr МОВ Ф, — МОН = Z DBH. X. АРЕ = %P 
+ Z CDE , Z CMB = ФР + / MBD, T EZ АРЕ = 2 CMB. {Е A AED #2 CBM Ф, 
ГА = Z BCM, ZADE = < CMB, TA AED ^ A CBM. 


(2 (4826 = 20 B] AE- CM = AD: BC ТУ FS ADC... R^ СРВ, f 


AD AC 
ЄР CR’ 


由 全 ,四 可 得 AE: CM = AC: CD. 


H AC-CD- AD: BC. (2 
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10. 证 明 ё MAADE, DE| АВ, TE STECIE HE, 33. DE? = AE. ВЕ. 
在 R^ GRE #1 RA HAE F, 2 СВЕ = Z АНЕ, Ru" BGE В НАЕ. T Es 


GE _ BË AE = CE- 
Ap = gp: PI ВЕ AE = GE- HE. 
所 以 РЕ? = EG- EH. 
IWA [К EAD = Z DCF = GP, Eh AD Z BC 1 EDA = Z РЕС, й 


AE б. AE AC _ _ : 
AADE ^ ^ CFD fiam = er ШИИ = со. >: Z ЕАС = Z АСЕ = ІР. ТЕ 
А АСЕ ^ A CFA OIRA FAC = Z СЕА. У. АСЕ THE, ВЫ ^^ CAM — A СЕА. E 
此 可 得 CA? = СЕ CM. 
12. ШЕ — TE ^ BDE У ABAF H, 2 BDE = 


С BAF = ЖР, Z РВЕ = Z АВЕ, НІ Z AFB = Z DEB. 


Ë 
р 
У. ЕВ = Z FEA, LZ AFE = 4EF, 可 得 AE m 
- AF. ÁN 
А F C 


fE AH. | EF THONE), WA EH = HF = -L EF. 








2 
ft RA АВЕ 'P,AH | RF, 所 以 根据 射影 定理 , 训 (第 12 88) 
得 AF'- HF Bk. 进而 有 EF = 2НЕ = MP 
' nh. .AC 2 
fE Ré АВС є, AD | ВС, БТІ АС? = CD BC, РС = BC ^ BC 
ВА AF , 
因 BF З BACH ро = ср XE BF > BA, Br J 
. d. 
ЕГ. AF BC . 人 = Apte = АК CF. 


I3. BH 设 正方 形 48DE 的 边 长 为 上 ,正方 形 4GFC XH b. 


АМ АС _ В 
(1) 38 Z BAC = РВ, ЕН рр m бру АМ = V4 
AC'DE аф р __аЬ _ 
g аА p AM = AN. j 
Ard 


(2)5 AM = AN Bl, Z ВАС = XP. П, ЗЕ СА ДУ 
SE DE T E' XE ВА X FG T G, 5 ME AAEE л NN 


+ c | {第 13 题 ) 











AM АС 
BE pg "cop 


DU ewe 
дм = Ае ПЕ _ blo- ЕЕ') _ bla- 66 ) b( b -- GG) 


CE а + АЕ a+ 246 b + AC 


` АВ, 
АР 得 


Ше = Be 
ау AB: FG' а(ь- GG') 


BG Эа+Аб' 
— _ C a, = 
从 而 有 Fj ^a AG ,得 a= b, SCOATE. A ВАС = Яр. 


练习 二 十 三 


1. 解 ”如 图 ,将 钢板 分 成 两 个 矩形 . 两 矩形 对 角 线 交点 A, B YMERE 
Чы», ВИ AB 将 两 矩形 均 分 成 等 积 一 部 分 ,从 而 将 整 块 _ 
钢板 分 成 等 积 两 部 分 ， Т 

2. 解 ОЕ, АО RU И, ERS Вов D FS NC 
在 桌 而 的 对 称 中 心 ( 对 角 线 安 点 ) 处 . DU LECHE EGRE Y ia 
MAREMARE ,在 这 个 位 置 关于 中 心 对 称 的 位 置 上 放 有 -之 
下 同样 大 小 的 -- 枚 硬币 . 这 样 做 ,根据 对 称 性 , 只 要 对 方 
能 放 得 下 一 校 硬币 ,就 能 保证 计 已 在 对 称 位 置 上 放下 局 
样 大 小 的 硬币 ,最 终 必 能 获胜 . 

3. 解 X8 AB HER € CE EPS AE DE. КЕПЕ 

Z ACD = Z B+ Z BAC = AP + XP = ТР, 

Z ECD = Z В = 4р. 








X CD = AB = СЕ, EDC = (180 — 49) =70P ,所 五 
以 四 边 形 ACDE A SUBE, Ë Z ADB = — ECD = (第 3 题 ) 
AQ 

4, AERE (DAC BD EET O APLAR, K OA = ОС, ОН = 加 ,从 而 四 
VUE ABCD 是 平行 四 边 形 .又 A.D 关于 MN 成 轴 对 称 , ОА = OD, dtm АС = 
. ВЮ ДУ ABCD 是 和 矩形. 
(DEF 关于 MN НУК, 9 Ok = OF. MI E.F XT ОҤА», V А 
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5C. B 5 DISEKCT m 0 th Dy ER Ek A ABE А CDF ЭРО Шр АРИ. X 
A Bj D, B 53 C 5 MN ЖХ, ELA ABE УА ВСЕ X: T MN 成 轴 对 称 

(3)H (2) 3122 АВЕ A DCF. ТЕЖ E] AE 5 CF XT 0 ro ER, BE 5 
CF 关于 MN 成 轴 对 称 , 所 以 AK = CF = DE, АВЕ JFE — fR TE . [8] 88 A DCF 
ан — BOE. 

5. 证 阴 以 4 为 中 心 ,将 全 ААР ТЕГЕЛЕ £ 
AAC0. Ë РО, W| АР = AQ. ZAPQ = ZAQP, 
ДАРВ = 2 АОС, М. LAPB > Z АРС, К 2 АОС - 
Z AQP > Z АРС - Z APO, El 2 РОС > Z ОРС, п] 49 
РС > CQ. В} PC > PB. 

6. 证 明 fE DX BC EXPERS D ,连结 DD', 
PD ,延长 АР ZZ ВС F P' Н DP. РР". RRA 
DP = DP , DP = D' P , Z DPC = Z D'PC. IB 

AF" + P'Dz AP + PP + P'D> AP + PD, À, 

H. АР + PD» AP+ PD, 

GE AP” + P'D» AP + PD. МТП AP" + P'D» AP + PD, 
即 上 是 BC 上 各 点 中 到 A、D' 距 离 之 种 最 小 的 点 ,应 有 N 
4 .P、D 三 点 共 线 . Т АРВ = ZD PC, Р АРВ SA 
= Z DPC. зу 

7.WEBH 将 线段 BE £a СЛН ESE ӨР, | B (6) 
ЖЎЖА, ЕРК, КА МЕ M lb. K BE 

N = CM, Z NCM = ЄР. CMN 为 等 边 三 角形 . 












(557 Bp (第 8 题 ) 


З. 如 图 ,将 生 4p8 绕 点 4 W WE EL ЖЕ ЭР, AB XE AC b, P 至 8 处 . 则 
AP = AQ, Z PAQ = ЖР. ҒЈЕ PO = {2 AP 242, Z APQ = 45, ЖЕ Р) P, CQ = 
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PPB=3 了 3, 故 
РС? + PQ 2742-2 Y = СО, 

{ЖЫ ДЕЕ ЕВУ SE HE ‚ЇЧ СРО = ЖР. TE 

2“ CPA = ОРА + Z ОРС = A8 + ЖР = 135°. 

9.WERH 办 AC | BD. B. 04 > 0C, OB > Ор, 
C 关于 BD 的 对 称 点 己 在 04 Е, D ЭСТАС 的 对 称 点 
D'E ОВ 上 ,连结 AD., BC. CD 8 AD . BC' 次 于 
Е. Ср = CD, AD' = AD, ВС = BC. РЁ BE + AE с 
> AB, EC + EI > Ср. ВС + АР > АВ+ Ср, 
РЇ BC + AD» AB + CD. D 

10. 证明 ШЕ, ЈЕ BD, BF, DF. A GABF, (第 9 题 ) 
^ RCD A DEF ЖЕ FS SE AR 7802 ЖЕШ 3, EL А 


+ZC+ZE= 7 x 7XP -36 , AE, AABF A CDB, A DEF TURTAS A.C, 
FF 汇聚 于 一 点 , 拼 成 一 个 新 三 角形 ,该 三 角形 与 六 BDF 425. ХШ ЧР 


BF、BD .DF 为 对 称 轴 必 对 称 变换 ,4、C.E 交 于 点 器, 则 四 边 形 ODCB ОВАЕ, 
OFED RERIG. FE AB / OF DE, АЕ // ВО CD „тй А = Z СЮЕ. 








(第 10 80) (第 11 ER) 
П.ж WA, ACHIA EF MEHTAR. EH АГ, FA = FC. 
ТЕ REA ABF 中 ,AD =9, DF 212 - FC = 12 - АЕ, ЗЕ ЫИ ЕРЕ, 8 АР? + 
DF? = AF? , Bf 


АЕ a9 + (12- АР), 
FAE, 
Wl AC V AD + CD= /9 +12 =15,% АО = 六 ,于 是 
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OF = М AF! — АО? Gy (27-2. 


所 以 折 痕 EF = 20F = £, 


12. 解 (025 A.B 在 直线 MN 的 同 侧 时 ,由 于 А, 
B S] MN 的 距离 不 相等 , 故 AB 与 MN 不 平行 .连结 АВ AT / 
并 延长 MN 于 点 Pt 如 图 (1)), 则 点 P 2g Ж. ac М р 


- 一 点 P ,连结 、 . 
上 ,在 直 钱 MN E5X— PS РА. Р'В. 在 (Ж 12 )(1) 
AAPB 中 ,IPA- PBI< AR. P| РА- PB! < 


| PA - PHI. 
(i34 A.B 位 于 直线 MN 的 两 侧 时 , 作 点 p X: T 4 

直线 MN 的 对 称 点 B' H T ALB 到 直线 MN 的 距离 В! 

不 等 , 故 4 B SER MN 的 距离 不 等 , AB! 55 MN 不 M N 

平行 .连结 AB ЗЕМ Ж MN Tuh PB Р 为 所 求 . à 

нў ТРА – PBI S IPA — PR |. H (iH PA - PR (第 12 Җ)(2) 


ЕАК, НЩ, РА - PRIRA. 

13. CLA ; ДЕ. ABC 中 ,BD SEAT Z АВС, СЕ 1 
^r /] АСВ, BD = CE. К: AB = АС. 

证 明 3# BE FHE DG E EG. ED. GC WE), m 
EG = BD. X. BD = EC I EG = EC, Z ECG = Z EGC. 

БЖ Z АВС = 2 АСВ, À Sh it 2 ABC > Z АСВ. Б 


Z DGE = Z EBD = X АСВ, Z DCE = i АСВ, @ 


Z DGE > Z DCE, T Et РОС < ADEG. 所 以 DC < DG. 


进而 知 DC < ВЕ. 
Yt^ ВСР ЖП ACBE Чі, ВС = CB, BD = CE, lj DC < BE, 6X РВС < 
Z ВСЕ. TE Z ABC < LACR, T BH, / АВС = 2 АСВ. 
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ШИ ШИША 


efr al 


ошо L1 С 

L1 ошоо L1 L1 L1 L1 

L1 ошоо L1 L1 L1 L1 С 

L3 L3 L3 L3 ошоо L1 L1 L1 L1 Lr 
L3 L3 L3 L3 ошоо L3 L3 L3 aA L3 E3 E L3 aAa A r3 


L3 L3 L3 L3 L3 L3 d E3 E E E3 E23 E23 Ї L3 L3 L3 LE 

L3 L3 L3 L3 L3 L3 d E3 E E E3 E E23 Ї a aAa A A 

A a A A L3 L3 P3 E L3 E33 E3 E E23 aod E3 d aA A A A A 

L3 L3 B3 ГГ E3 adod E E E33 aodo E3 ГЇ 

L3 L3 P3 E3 E E3 E3 E E3 E A A иш 

dad E3 E aodai ao d E3 aA A 

L3 L3 L3 E23 E31 E E3 E L3 F3 E E23 E3 E р E32 E E73 E E E23 F3 E E32 LIPE ad aa A A 
L3 L3 ГЛ Г E31 E E3 E D E32 E E23 E3 E р E32 E23 E E E73 E23 E auaa E3 ГГ Ї 
L3 L3 L3 E23 E E33 E3 E L3 E32 E E E3 E р E32 E E73 E3 E E23 E E23 E32 E ГЇ 


